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Analysis. 
Allgemeines: 


© Warren, A. G.: Mathematies applied to eleetrieal engineering. (Monogr. on 
Eleetr. Engng. Vol. 9.) London: Chapman & Hall, Ltd. 1939. XV, 384 pag. 15/-. 
Krafft, Maximilian: Über ein Eulersches Verfahren zur Wurzelbereehnung. Mh. 
Math. Phys. 49, 312—315 (1941). 
Gy, By; ++, Io seien m beliebige nichtnegative, nicht zugleich verschwindende Zahlen; 
r sei positiv reell. Nach Euler bilde man den Algorithmus 
,=40_-1+b,_-1+.-.+4,_:; ,»=u,+(r-1)a_-1..;,=k,+(r—-1)b-ı 
dann ist nach seiner Behauptung 
Mr 
die Wurzel positiv-reell genommen [vgl. Lorey, Mh. Math. Phys. 48, 190—197 (1939); 
dies. Zbl. 21, 344]. Hierfür gibt Verf. einen einfachen Beweis; er beruht darauf, daß 


jede der Folgen a,,b,,...,!, der Differenzengleichung 
my H+l)e-Dda-+lß)e-Deu-+ + n)e- Denon 


m 
mit der allgemeinen Lösung y, =?) C„n%; (rn = (nu + r — 1)”) genügt. 
Bu! Harald Geppert (Berlin). 
Sz. Nagy, Bela v.: Über Integralungleichungen zwischen einer Funktion und ihrer 
Ableitung. Acta Sci. Math. Szeged 10, 64—74 (1941). 
y(x) bedeute eine in (— oo, + oo) definierte totalstetige Funktion; für ein be- 
stimmtes x >0O und ein bestimmtes p>1 seien die Integrale 


+00 + 
I.= [\y@))ld2z, - = [Iya)dz 


endlich. Durch Anwendung der Hölderschen Ungleichung beweist Verf. die Ungleichung 
TER RIEN 
<(2je 127° q : (1-5) i 
ee m reirlnd)e 
In ihr steht für p=1 das Gleichheitszeichen genau dann, wenn |y(x)| bis zu einem 
gewissen Werte von z monoton wächst und dann monoton fällt; für p >1 gilt die 
Gleichheit genau dann, wenn mit beliebigen Konstanten a, b,egilt y(2)=a-yal|br+ec|), 
? 


en 
a 


wobei definiert ist: a) für « < p, al?) = (1 - z)p—« müs: =0fürz >]; 
„pn. 
b) für =P, %a(2)=e* für 2>0; c) für >Pp, „yala)=(l + aP*füre>0. 
Ist ferner 8 >0, so beweist Verf. ähnlich wie E. Schmidt (dies. Zbl. 28, 21) die 
Ungleichung are 
c ET 
5 BER SAGE} 
in der H(w, v) die a. a. O. angegebene Funktion bezeichnet (übrigens gilt: 


etonh ai - <1). In (2) steht für p=1 immer <, außer für y(z) = 0; für 
p>1 gilt die Gleichheit genau dann, wenn mit beliebigen Konstanten a, b, co gilt 
y(2) =@* Ypag(|bz + c|), wobei für >0, u= ypag() als die inverse Funktion von 


1 Er 
= [[r(1—ıf)] vd, 0=<usl 
; 
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erklärt ist. — Als Sonderfall ergibt (1) die Carlsonsche Ungleichung | 
oo oo oo ı 
[Ha)de= iz] Ha? dx[ etarda) 
() ö () 


in der Gleichheit nur für die cos-Transformierten von ae”!b?| gilt. Aus (2) folgert 

man die Ungleichung 

75 ur 2 i I, R zz | 

10= (5) | ta) ie! [® Ha)Pdzt , | 

gültig für-alle komplexwertigen Funktionen, bei denen die Integrale der rechten Seite | 

endlich sind und deren Fourier-Transformierte überall nichtnegativ reellwertig sind. 
Harald Geppert (Berlin). 

Sz. Nagy, Bela,v.: Über Carlsonsche und verwandte Ungleiehungen. Mat. fiz. Lap. 
48, 162—174 u. dtsch. Zusammenfassung 174—175 (1941) [Ungarisch]. 

Unter Heranziehung ähnlicher Methoden wie in der vorangehend besprochenen 
Arbeit beweist Verf. Ungleichungen, die über die von F. Carlson [Ark. Mat. 
Astron. Fys. 25 B, Nr 1, 1—5 (1934); dies. Zbl. 9, 342], G. H. Hardy [J. London 
Math. Soc. 11, 167—170 (1936); dies. Zbl. 14, 298], R.M. Gabriel [J. London Math. 
Soc. 12, 130—132 (1937); dies. Zbl. 16, 395], W. B. Caton [Duke math. J.6, 442 bis 
461 (1940); dies. Zbl. 23, 219] bewiesenen hinausgehen. — Essil<=o,<=2,1<a,=<2, 


03 


(el: dann gilt: ; F : 
SR = IK = en Ps als —1) 
TT 
Dej+ Sc <2S it) > ) 
und n=1 n=1 n=1 n=1 
1 1 
| ng < 1\o 2 ala 
> | <Z > (r-3) |an |” > |a„ |” 
n=1 n=1 n=1 

Für 0, =0,=2 entstehen hieraus die Carlsonschen Ungleichungen. — Ferner sei 
gesetzt: 


l<xz22, ı22, g=1+-, 
Ca,n)=* | 2 de 


2 \ng (gr — 2” 2(g — 1)e-1 Tg) $ 


bilden die a, eine nichtnegative, monotone Folge, so ist 


ce = 
Se-u>onlSal 6-2" 


n=1 n=1 n=1 
bilden die a, eine nichtnegative, zweifach monotone Folge, so gilt 
& er SENSE nen 
San 1) Ham > ice, nf San] Saar " 
n=1 n=1 n=1 


Ein einfacher Fall dieser Ungleichungen ergibt sich für <=» = 2, C(x, ») = 3-!n. 
Harald Geppert (Berlin). 
Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 

Hukuhara, Masuo: Theor&mes fondamentaux de la th&orie des &quations diffören- 
tielles ordinaires. 1. Mem. Fac. Sci. Kyüsyü Imp. Univ. A 1, 111—127 (1941). 

Verf. betrachtet die Differentialgleichung (1) y’ = f(x, y) in der Umgebung eines 
singulären Punktes und findet einige auf die Existenz, Eindeutigkeit, Vergleich zweier 
Lösungen und die Ableitbarkeit nach Parametern bezügliche Kriterien. Unter den 
zahlreichen Ergebnissen heben wir den folgenden Eindeutigkeitssatz hervor: a) Es sei 
/(x, y) eine auf einer Menge E stetige Funktion und F(x, y) eineim Gebiet D:a< x< b, 
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0=y<w(e) stetige Funktion; ®(x) bedeute hierbei eine positive und im Intervalle 
a< x<b stetige Funktion; b) # bezeichne eine Funktionenfamilie mit den folgenden 
Eigenschaften: 1) Eine:zu F gehörige Funktion f(x) ist im Intervalle a< x < br 
definiert und stetig, wobei d,> a ist und von f(x) abhängt; 2) gehören die beiden 
Funktionen f(x) und g(x) der Familie F an, und erfüllen sie in einem Intervallea < x< c 
die Ungleichung /(z) << g(x), so gehört auch jede in a < x<< b,, stetige Funktion op(z), 
für die /(2)<= p(z) < g(x) wenigstens in einem genügend kleinen Intervallea<x<a-h 
gilt, ebenfalls zu F; 3) die identisch verschwindende Funktion gehört zu F; 4) wenn 
(x) zu F gehört, so gilt in einem genügend kleinen Intervalle a<xz<a+ h; die 
Ungleichung f(x) < w(x); ce) es gelte für irgend zwei Punkte (x, y,) und (x, y) aus E 
mit 4, < y, die Beziehung f(z, 4) — f(x, yı) =F(x, y; — yı); d) die Differential- 
gleichung (2) y’ =F(x, y) sei in D rechtsregulär; d.h. durch jeden Punkt (&£,n) von D 
gebe es ein einziges Integral y= p(x) der Gleichung (2), das die Anfangsbedingung 
y(£)=n befriedigt und in einem genügend kleinen Intervalle &<xz<&+h stetig 
ist; überdies gehöre keine Lösung der Gleichung (2) außer der identisch verschwinden- 
den zur Familie F. Unter all diesen Voraussetzungen sind zwei Lösungen 9,(z) und 
9,(x) der Gleichung (1) auf Z, für die |p, (x) — 9,(x) | der Familie F angehört, identisch. 
Giovanni Sansone (Firenze). 


Adamoff, N. V.: Sur quelques proprietes des transformations qui laissent invariable 
la eourbe integrale d’une &quation du premier ordre. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 29, 
539—543 (1940). 

Der zweite der beiden Sätze der Arbeit soll eine hinreichende Bedingung dafür 
enthalten, daß eine durch den Punkt a,b gehende Integralkurve der Differential- 
gleichung y’=f(z, y) für © > a oberhalb einer differenzierbaren Kurve y = y (x) liegt, 
die mit der ersten Kurve den Punkt a, b gemein hat. Hierfür wird eine Voraussetzung (3) 
eingeführt, die 


z 

a) [X , Ylie, y) — ylde>0 («> a) 
a 

lautet, wo X(z, y) eine gegebene positive Funktion ist. Hieraus wird 

2) Yva<iay fü >a 


gefolgert, was z. B. allein schon deswegen unzulässig ist, weil (1) auch dann gilt, wenn 
y’=f(xz,y) ist; auch die sonstigen Voraussetzungen über X und / können hieran 
nichts ändern. Wählt man dagegen (2) als Voraussetzung, so ist für stetiges / in der 
Tat bekanntlich y>y für 2> a, und man braucht die unnötig komplizierten Formu- 
lierungen des Verf. nicht. Auch die übrigen Ausführungen scheinen nicht hinreichend 
überlegt zu sein. Kamke (Tübingen). 


Chiellini, Armando: Sugli invarianti delle equazioni differenziali del primo ordine 
a derivate ordinarie del tipo 
y=-iW=coyu+t Gar! + (Je et Helke + En» 
Comment. Pontif. Acad. Sci. 4, 385—411 (1940). 
n 


Damit die Differentialgleichung y’ = W c;y' sich durch eine Transformation 
i=0 


der Form y = A(2)z(£), &= p(x) auf eine andere mit konstanten Koeffizienten redu- 
zieren läßt, ist nach Verf. notwendig und hinreichend, daß nach Reduktion der Glei- 
chung auf die Form 2" 4 (2) Q,2"?+ (3) 952"? eur (i = ai Qn-22? + On 
gelte: , = ad (k=2,3,..,n—2,n), wobei a,Q,43,..., @n-2,4, konstant 
sind, und daß überdies eine gewisse, vom Verf. mit I, bezeichnete absolute Invariante 
die Form I, = be"-2)@= mit konstantem 5 habe. Für den Falln = 3 vgl. dies. Zbl. 
23, 36. "Giovanni Sansone (Firenze). 


13* 
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Sansone, 6.: Sul eomportamento asintotico degli integrali dell’equazione «+1 + 
ur/fv=0,n>1. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 2, 105—106 (1940). 
Es sei n eine reelle Zahl größer als 1: Verf. beweist, daß für ein Integral der Glei- 


chungv” +1+ “ —=( mit der Bedingung lim v —=( auch eine der beiden folgenden 
. u> 


Beziehungen gilt: iav=—-1; Iim/=0. 

u>+0 u>+0 
Dieser Satz wurde für den Fall, daß n eine rationale Zahl größer als 1 ist, schon von 
E. Hopf [Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 91 (1930)] bewiesen. C. Miranda. 


Shifner, L.: On the integration of some differential systems in finite form. Bull. 
Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 4, 341—347 u. engl. Zusammenfassung 347—348 (1940) 
[Russisch]. 

Lappo-Danilewski hat das Gaußsche Differentialsystem 

y’ — r( ur . ur 


x — 4, x” — (sg 


(U,, U,, Y sind Matrizen) unter der Voraussetzung 

(1) [0,[D,V,]]= 0, [0;[0,V,)]= 9, 

in der [U,U,] = U,U, — U,U, bedeutet, integriert. Verf. leistet dasselbe für das 
allgemeinere System 

(2) Y’ = Y(U,pı(a) + U,9:(2)), 

dessen für x —= b verschwindende Integralmatrix lautet: 

5 Y,(x) — eUıLı (dlz). elU: Til Zuı(ble). eUıLlı (die), 

worin 


Löl)=pind G-1,9;  Zutle) = IEROLAULTL 


bedeutet. — Weiter untersucht Verf. die Form der Matrizen U,, U,, die (1) erfüllen. 
Harald Geppert (Berlin). 

Shifner, L.: Again on the integration of the differential systems. Bull. Acad. Sci. 

URSS, Ser. Math. 4, 417—422 u. engl. Zusammenfassung 422 (1940) [Russisch]. 
Das in vorstehend besprochener Arbeit untersuchte Differentialsystem (2) wird 

hier unter der Voraussetzung integriert, daß nur [U,[U,U,]] = sei. Die für =b 

verschwindende Integralmatrix lautet dann: 

8) Y=exp{V,Z,(|@) + fılaı (bla) + falzsılbl2) + ---}- exp{U,Z,(d|x)}; 

darin ist zu setzen: 


h=[U,0]]; h=Whl, --- A=[lYUh-ı> 
Li...i.(b|2) = [Ia...n-16]% Pin(t) di. 


Voraussetzung ist die Konvergenz der in (3) auftretenden Summe; ist insbesondere 
fn+ı = 0, so bricht letztere bei dem Glied mit /, ab. Harald Geppert (Berlin). 
Belardinelli, G.: Su una equazione differenziale. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 73, 
318—326 (1940). 
Verf. beweist, daß das in der Umgebung des Ursprungs holomorphe Integral der 
Differentialgleichung 


(a + bt + oo)’ + +bt +) +h+H)=0 


eine Darstellung vom Typus 
1 1 
PR) = lr r(7) Y,(t)dt 
© 
zuläßt. Dabei ist C eine passende, geschlossene, den Ursprung einschließende Kurve; 


r() ist von der Form r(&) Sue 


n=0 
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und R eine rationale Funktion von n; @,(t) ist das in der Umgebung des Ursprungs 
holomorphe Integral einer geeigneten Differentialgleichung erster Ordnung vom Typus 
++ arg +++ Ay = 0. 
©. Miranda (Torino). 

Rellich, Franz: Elliptische Funktionen und die ganzen Lösungen von y’ = f(y). 
Math. Z. 47, 153—160 (1940). 

Allein mit Hilfsmitteln aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen 
wird der Satz von Abel bewiesen: In einer Umgebung von x = x, der komplexen 
Veränderlichen x sei y(x) eine regulär analytische Lösung der Differentialgleichung 
y” = P;(y), P3(y) ein Polynom dritten Grades mit lauter verschiedenen Wurzeln. 
Dann gilt: 1) y(x) läßt sich zu einer in der ganzen Ebene meromorphen Funktion 
fortsetzen. 2) Diese meromorphe Funktion ist döppeltperiodisch. 3) Sind y(x) und 
u(x) zwei nichtkonstante Lösungen, dann ist mit einer geeigneten Konstanten ce: 
u(z) = y(z+ ce). 1) wurde von Picard aus der Theorie der Differentialgleichungen 
heraus bewiesen. Die Beweise von 2) und 3) werden vom Verf. angegeben. Weiter 
wird mit den entwickelten Hilfsmitteln der Satz bewiesen: Die ganze Funktion u(z) 
der komplexen Veränderlichen x sei Lösung der Differentialgleichung u” = f(u), in 
der /(w) eine ganze, aber nichtlineare Funktion von u bedeutet. Dann ist u(x) eine 
Konstante. Dieser Satz ist auch noch richtig, wenn man die Differentialgleichung 
uw’ = f(u) durch die etwas allgemeinere u) = f(u) ersetzt, n > 2 (Anm. des Ref.). 

Witich (Göttingen). 

Gonzälez, Mario 0.: A general type of Lie’s differential equations. J. Math. Physics, 
Massachusetts Inst. Technol. 20, 80—88 (1941). 

Ist Uf=£p+ng eine nichttriviale infinitesimale Transformation, bei der die 
Differentialgleichung: y’ = (x, y) invariant bleibt, so läßt die infinitesimale Trans- 
formation VY/= w(z) (p + pg) die allgemeinere Differentialgleichung 

y=9+ Be F(®) 

invariant, wo ® eine Invariante von Vf ist und F eine willkürliche Funktion. Jeder 
Integrabilitätsfaktor von y’ = ist zugleich ein Integrabilitätsfaktor der letzten Glei- 
chung. Man kann dieses Verfahren beliebig oft wiederholen und gelangt so zu neuen 
Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung mit bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen. Der Verf. wendet das an auf gewisse von Franklin betrachtete Diffe- 
rentialgleichungen, auf die homogenen und auf die linearen Differentialgleichungen, 
auch überträgt er das Verfahren auf die bei U/ invarianten Differentialgleichungen 
höherer Ordnung. Engel (Gießen). 


Levine, Jack: Invariants of systems of second order linear differential equations.. 


Duke math. J. 7, 298—311 (1940). 
Etant donn& un systeme differentiel lin&aire du second ordre 


Bay" are 
(1) ati tief =d, Wj=1,2,...,n) 
il presente aussi un interet geometrique de chercher les invariants du systeme, par 
rapport aux transformations lin&aires y’ = a;(x)Y’ (semi-invariants) et en m&me temps 
par rapport aux transformations z = x(#) de la variable independante (invariants). 
L’A. complöte certains rösultats de Wilezinski, Barnett et Reingold et fait une 
&tude syst&matique des semi-invariants des differents ordres r 
di „Al aM duo @ “) 
J i» 4 IB . 3 s 
2) ılE. Ms a dr der 
et de leur ind&pendance, en se servant d’une connexion affine qu’on peut ARSDEIeE au 
‘systeme (1). En reduisant le syst&me (1) & la forme semi-canonique oü L=0,on 


peut exprimer chaque semi-invariant (2) & l’aide de M; et de leurs derivees cavariantes. > 
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On donne une suite de semi-invariants ind&pendants des differents ordres r pourn —2, 
etn—=3. Par une transformation de la variable ind&pendante on peut parvenir de la 
forme semi-canonique (Z} = 0), & la forme canonique oü l’on a aussi Mi=0 et l’on 
indique un systeme complet d’invariants qui permet de r&soudre le probleme d’equi- 
valence de deux systemes (1). @. Vranceanu (Bucuresti). 

Chern, Shiing-Shen: The geometry of the differential equationy”’=F(x,y,y,y"). 
Sci. Rep. Nat. Tsing Hua Univ. Kunming A 4, 97’—111 (1940). 

Untersuchungen über invariante Eigenschaften einer Differentialgleichung dritter 
Ordnung (1) y”’ = F(z, y, y', y') gegenüber der Gruppe der Berührungstransforma- 
tionen. Die Gleichung (1) besitzt eine Differentialinvariante /, die dann und nur dann 
verschwindet, wenn die Berührung von zwei benachbarten Kurven der Gleichung durch 
eine Mongesche Differentialgleichung zweiter Ordnung ausgedrückt werden kann. Der 
Fall I = 0 führt auf eine normale (im Sinne von E. Cartan) konforme Konnexion im 
Raume der Integralkurven. In gewissen Fällen kann die Gleichung (1) mittels einer 
Berührungstransformation auf die Form y'’’ =0 gebracht werden. Im Falle 7 +0 
wird eine Geometrie mit einer von fünf Parametern abhängenden Gruppe definiert, 
und unter weiteren Bedingungen besitzt die Gleichung (1) die Normalform y’’+y=0. 
Die Untersuchungen des Verf. stützen sich auf die Methoden von E. Cartan betreffend 
Äquivalenzfragen über Systeme von Differentialgleichungen. ©. Boruvka (Brünn). 

Vessiot, Ernest: Sur la r&duetibilit€ des systemes automorphes dont le groupe 
d’automorphie est un groupe eontinu fini simplement transitif. Ann. Ecole norm., III. s. 
37, 1—60 (1940). 

Die Anwendung Galoisscher Ideen auf gewöhnliche lineare Differentialgleichungen 
[E. Picard, Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse 1, A1—15 (1887); Verf., These 1892] 
beruhte auf der Rationalität der linearen homogenen Transformationen, die jedes 
Lösungssystem in ein anderes überführen. Verf. befreit sich von der Annahme, daß 
alle numerischen Konstanten dem zugrunde gelegten Rationalitätsbereich angehören 
müssen, und untersucht allgemeiner „automorphe Differentialsysteme‘‘, deren Trans- 
formationsgruppe der Lösungen eine kontinuierliche Gruppe @ mit endlich vielen 
Parametern ist, die einfach transitiv sein soll. Dies besagt, daß ein beliebig vorge- 
gebener Lösungsvektor u = {uj(tı, .. 19), - - » Unlkı,- . -,ip)} des Systems S durch 
genau eine Transformation aus @ in einen vorgegebenen anderen übergeführt werden 
kann, d.h. die Anzahl der Parameter von @ ist n, und die Umsetzungsgleichungen 
sind nach den Parametern auflösbar (u. U. bis auf singuläre Stellen der t,,...,t,, 
die hier nicht berücksichtigt werden). — Für den Begriff der Reduzierbarkeit eines 
automorphen Systems braucht man den Begriff des Rationalitätsbereiches. Der Grund- 
bereich (R,) umfaßt außer den gewöhnlichen rationalen Zahlen die unabhängigen Ver- 
änderlichen {f},....,t»} = t, die abhängigen Variablen {z, (t),..., »(}}=r und die 
auftretenden partiellen Ableitungen der x, nach den i,, ferner die unbestimmten Para- 
meter und die einzuführenden beliebigen Konstanten. In den Rationalitätsbereich (R) 
können noch beliebige geeignete Funktionen von t eingefügt werden, doch müssen 
dann stets auch die auftretenden partiellen Ableitungen und die Funktionswerte für 
eingesetzte rationale Wertsysteme hinzugenommen werden. Ein automorphes Diffe- 
rentialsystem S heißt dann rational bez. (R), wenn es in der nach den partiellen Ab- 


leitungen a aufgelösten Form rationale rechte Seiten besitzt; dies zieht die Ratio- 


nalität seiner Gruppe @ nach sich, d.h. die Transformationsgleichungen fallen für ein 
geeignetes Parametersystem rational aus und sind rational nach den Parametern auf- 
lösbar. — Ein rationales automorphes System heißt nun reduzibel, wenn es verträglich 
ist mit mindestens einer weiteren rationalen Gleichung (Differentialgleichung oder 
algebraischen Gleichung), die keine Folge der Gleichungen des Systems ist. Das be- 
deutet für die Lösungen, daß es ein rationales System & zu S gibt, dessen Lösungen 
ein Teilsystem der Lösungen von 8 bilden. Verf. nennt X ein Untersystem von 8. 
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Eine besondere Rolle spielen die automorphen Untersysteme, die Hauptsysteme, ihre 
automorphen Gruppen sind Untergruppen von @. Durch Einführung der „zu @ rezi- 
proken“ Gruppe H, deren Elemente mit jedem Element von @ vertauschbar sind, 
und durch Erweiterung von H zur Hilfsgruppe 9, in der die n Parameter durch n Funk- 
tionen von t ersetzt sind, erhält man in $ eine Untergruppe X, die die Lösungen von 8 
ebenso umsetzt wie @. Die größte Untergruppe k von K, die die Lösungen von & 
festläßt, definiert die zu & adjungierten Untersysteme o, über die der fundamentale 
Satz gilt: Jedes adjungierte System o von 2 ist rational, sobald es nur einen einzigen 
rationalen Punkt besitzt, d.h. sobald g = u(t) für ein rationales Wertsystem t und r 
befriedigt wird. — Die größte Untergruppe k, von K, die nun alle rationalen Unter- 
systeme festläßt, liefert ein Maß für die Reduzierbarkeit von S. Sie heißt die spezifische 
Gruppe von $ (zu (R)). Die bei k, invarianten Hauptsysteme, die spezifischen Systeme, 
sind irreduzibel. Durch A, auseinander hervorgehende Lösungen heißen konjugiert. 
Dann läßt sich der als Satz von Galois bezeichnete Hauptsatz so aussprechen: (1) Da- 
mit der numerische Wert einer rationalen Funktion R(t, u(t)) der unabhängigen Ver- 
änderlichen ?,,...,t, und eines Lösungsvektors u(t) von $ rational ist, ist notwendig, 
daß dieser Wert sich nicht ändert, wenn man u(t) in R(t,u(t)) durch eine konjugierte 
Lösung ersetzt. (2) Diese notwendige Bedingung ist hinreichend, wenn u Lösungs- 
vektor eines rationalen spezifischen Systems ist. — Diese letzte Bedingung ist auto- 
matisch erfüllt, wenn man den Rationalitätsbereich (R) so wählt, daß er allenumerischen 
Konstanten enthält, denn dann ist jedes spezifische System rational und die zugehörige 
Gruppe ist eine „Galois-Gruppe‘“. — Ohne sich auf die frühere Arbeit zu stützen, ent- 
wickelt Verf. in der vorliegenden Arbeit diese Theorie von Grund auf. Am Schluß 
bringt er die praktische Durchführung am Beispiel y’ +py’+q=0. (Voranzeige, 
in der die Untersysteme als Divisoren bezeichnet sind, dies. Zbl. 20, 302.) 
E. Schulenberg (Berlin). 

Fayet, J.: Sur la reduction de certaines &quations differentielles non lin&aires & des 
&quations ä eoeffieients constants. Bull. Sci. math., II.s. 64, 33—45 (1940). 

Verf. beweist, daß notwendig und hinreichend dafür, daß die inhomogene Diffe- 
rentialgleichung zweiten Grades 


W) Fi) = Fa yOy] + ZA] +e= 0, 
i, j= 


k=0 
n=l wen, May ..., MP= oo 
in der die a;; Funktionen der unabhängigen Variablen x sind, mittels einer Trans- 
formation der Form y=Ä4(z)z+n(r), dt=u(x)dx in eine Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten übergeführt werden kann, die Existenz von 5 Funk- 
tionen G, 9, 4, v, 0 ist, zwischen denen die folgende Identität gilt: 
(2) G@){Fly+(uy +ry+ol—Fly—(uy+vy+ol} = 2. Fly): 
Ein analoger Satz wird für die homogenen Differentialgleichungen dritten Grades be- 
wiesen. — Ref. bemerkt, daß es wünschenswert wäre, die explizite Form der Koeffi- 
zienten in (1) anzugeben, die die Identität (2) gewährleistet. Für die lineare homogene 
Differentialgleichung und die Gleichung y’ = a, +4,%-+ @y? + azy? vgl. man die 
Untersuchungen des Verf.; dies. Zbl. 12, 163; 14, 305; 16, 23; 18, 307. Vgl. auch die 
Arbeiten von A. Chiellini, dies. Zbl. 22, 138; 23, 36; 24, 195. 
Giovanni Sansone (Firenze). 

Viola, Tullio: Sulla stabilitä degli integrali delle equazioni differenziali lineari, 
omogenee e a coeffieienti eostanti. Atti Accad. Italia, VII. s. 1, 238—244 (1940). 

Sei o,y® + cn y®d + ---+@y=0 (1) eine homogene lineare Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Bekanntlich sind dann und nur dann 
alle Integrale von (1) stabil, wenn a) alle Wurzeln der algebraischen Gleichung 


= 
1 


BETRETEN N . - 
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Co2* +cj2"14 + =0 (2) einen nichtpositiven Realteil haben, b) die eventuellen 
rein imaginären Wurzeln von (2) einfach sind. — Verf. stellt, ein eigenes früheres 
Ergebnis (dies. Zbl. 21, 292) mit einem anderen, von C. Miranda [Rend. Semin. mat. 
Roma, IV. s. 1, 10—20 (1936); dies. Zbl. 15, 64] kombinierend, eine notwendige und 
hinreichende Bedingung auf, damit die Wurzeln einer algebraischen Gleichung a) 
und b) genügen. Man erhält also eine notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Stabilität aller Integrale von (1). Diese Bedingung wird im wesentlichen durch 
das Vorzeichen einer gewissen Anzahl Hurwitzscher, auf die Gleichung (2) bezüglicher 
Determinanten und durch das Vorzeichen anderer Determinanten, deren Elemente 
durch aufeinanderfolgende Lösung algebraischer linearer Gleichungssysteme berechnet 
werden, ausgedrückt. L. Cesarı (Pisa). 

Pougatcheff, W.: Sur les expressions asymptotiques pour les intögrales des syst&mes 
d’&quations difförentielles lin&aires eontenant un parametre. Bull. Acad. Sci. URSS, 
Ser. Math. 5, 7582 u. franz. Zusammenfassung 82—84 (1941) [Russisch]. 

Es seien H(x, &), P® (x), II®(xz)(k=0,..., m) quadratische Matrizen und ferner 
seien P(x, &), II(x, &) mittels der folgenden Formein definiert 


P(e.o)=& (Zr®@s* + H(x, 0) ) 


Il(z, &) = o"Z(z, &) (Zroae + Hz, a") 
k=0 


wobeim>1undZ(z,&) ein Integral einerhomogenen MatrizengleichungdZ/da=ZQ (x,%) 
bedeutet. Der Verf. beweist drei Existenzsätze betreffend Lösungen der Matrizen- 
gleichung dY/dx = YP(x, &) + II(z, &), in denen hinreichende Bedingungen für die 
Existenz eines Integrals und seine Form beschrieben werden, und zwar im homogenen 
(IT(x, &) =0) und im nichthomogenen Falle. O. Borüvka (Brünn). 


Huruya, Sigeru: Rayleighsehes Prinzip und Weinsteins Einschließungssatz. Mem. 
Fac. Sci. Kyüsyü Imp. Univ. A 1, 209—211 (1941). 
Bei selbstadjungierten definiten Eigenwertaufgaben 


L(p(8)) = Ap(s)P(e) 

mit den Randbedingungen R(p(s)) = 0 sagt der Weinsteinsche Einschließungssatz aus: 
Ist w eine „zulässige Funktion“ (d. h. ist R(w) = 0 und L(w) sinnvoll], so liegt zwischen 
zwei in bestimmter Weise aus w zu bildenden Integralausdrücken mindestens ein 
Eigenwert A,. Dann läßt sich unter den zusätzlichen Voraussetzungen, daß w noch 
die Randbedingungen R (> L(w)) = erfüllt und so oft differenzierbar ist,um Z (22 (w)) 
bilden zu können, der Weinsteinsche Satz in eleganter Weise sehr rasch aus dem Ray- 
leighschen Prinzip gewinnen. Oollatz (Karlsruhe). 

MeEwen, W. H.: On the degree of eonvergenee of the derived series of Birkhoff.. 
Amer. J. Math. 63, 29—38 (1941). 

- Es sei /(x) eine gegebene Funktion und Sy(x) die N-te Teilsumme der Birkhoff- 
schen Entwicklung von /(z) nach den Eigenfunktionen einer linearen Eigenwertauf- 
gabe n-ter Ordnung im IntervalO<x=<1. Ist / m-mal differenzierbar und f(x) 
von beschränkter Schwankung und haben /, f‘, .. ., /{”-D in den Punkten O0 und 1 den: 
Wert 0, so gilt nach Milne [Trans. Amer. Math. Soc. 19, 143—156 (1918)] 

(a) — Sn(e) = ON”) = 
gleichmäßig im Intervall O<xz=1. Verf. dehnt dieses Ergebnis auch auf die Ab- 
leitungen aus und beweist, daß 


9a) — SQ (a) = O(N "+ 


 fürk=0,1,...,m — 1 gleichmäßig im IntervalO<x<1gilt. Läßt man die Vor- 


aussetzung fallen, daß / und die ersten m — 1 Ableitungen von / in den Randpunkten 
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verschwinden sollen, so gelten die Abschätzungen noch gleichmäßig in jedem Intervall 
0<ö=sısl-d. Kamke (Tübingen). 

Fantappie, Luigi: Sulla struttura delle funzioni di piü variabili. Rend. Mat. Univ. 
Roma, V.s. 2, 61—70 (1941). 

Verf. zeigt, daß eine Funktion /(z, y) dann und nur dann von der Form 
p(gı(®) + 95(y)) ist, wenn sie eine gewisse partielle Differentialgleichung 3. Ordnung 
befriedigt, und schlägt vor, eine weitere Ausdehnung des Resultates zu untersuchen. 

E. Martinelli (Roma). 

Thomas, Joseph Miller: Orderly differential systems. Duke math. J. 7, 249—290 
(1940). 

Es handelt sich um eine Theorie von Systemen partieller Differentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung mit beliebig vielen Veränderlichen im Gebiete analytischer 
Funktionen. Der Schwerpunkt der Arbeit besteht in dem Beweise eines Existenzsatzes 
betreffend Lösungen von Systemen, die in eine endliche Anzahl von orthonomischen 
Systemen (im Sinne von Riquier) zerlegbar sind. Dieser Existenzsatz verallgemeinert 
weitgehend die Existenzsätze von Riquier, und auch die Methode des Verf. weist 
gegenüber den bisherigen, für orthonomische Systeme gebrauchten Methoden, hin- 


sichtlich der Anwendungen erhebliche Vorteile auf. O. Boruvka (Brünn). 
Janet, Maurice: Sur le probl&me de Pfaff. J. Math. pures appl., IX. s. 19, 307—318 
(1940). 


In der Theorie einer Pfaffschen Gleichung ® werden bekanntlich vier Systeme 
S1, 8, 83, S, von linearen Gleichungen betrachtet, die gewisse ausgezeichnete lineare 
Elemente bestimmen und sich immer nur auf die beiden Systeme $,, S, reduzieren. 
S; bestimmt die linearen Elemente, die mit allen durch denselben Punkt hindurch- 
gehenden linearen Elementen involutorisch sind, während $, die Integralelemente der 
Gleichung ® = 0 definiert, die dieselbe Eigenschaft besitzen in bezug auf alle Integral- 
elemente der Gleichung = 0. In der vorliegenden Arbeit stellt der Verf. eine be- 
merkenswerte Analogie der beiden Systeme S,, S, fest, und zwar hinsichtlich der 
Eigenschaften ihrer Integralkurven. Auf Grund dieser Eigenschaften beweist er ohne 
Rechnung, daß die Systeme S,, $, vollständig integrierbar sind. O. Borüvka. 


Differential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie 


Mangeron, D.: L’applieazione del metodo di Picone, della trasformata di Laplace 
ad intervallo d’integrazione finito, alla teoria delle equazioni a derivate parziali d’ordine 
qualunque. Atti Accad. Italia, VII.s. 1, 1—9 (1939). 

Unter Benutzung eines Wachstumssatzes über die zu einem endlichen Integra- 
tionsintervall gehörende Laplacetransformierte, den Picone (dies. Zbl. 20, 360; 24, 23) 
entwickelt hat, gewinnt Verf. Eindeutigkeitssätze für einige Integrationsprobleme, die 
sich auf partielle Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen des 
folgenden Typus 


ort 
a) I) a a Te: (sr+s=n) 
über einem durch die Ungleichungen , <r=<z2,, O=t=T(x) in der z, t-Ebene 
definierten Grundgebiet beziehen. Es bezeichne v(<n) die höchste Ableitung be- 


züglich t, die in (1) vorkommt; der Lösung u werden außer den Bedingungen 
n—s n—h-s ß 


) ID Damelagr,, ma 6% lh...,r—)) 

mit chend ua denen sich insbesondere die Cauchyschen Bedingungen - 

eingliedern, weitere lineare Bedingungen auferlegt, die sich auf = x, im Intervalle 

0<t<T(x,) beziehen, wenn T(z,) >0 ist, und auf ©= 2, im Intervalle 0 <:i=T(m,), _ R 
| < 
f Pr. 


E RE . eu E BT. 
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wenn T(x,) > 0 ist; weiter durchgeführt wird der Fall n = 4, in dem außer den Be- 
dingungen (2) der Lösung u noch die folgenden auferlegt werden: 
ur, t) = Wult); (2, )=ul) für Ost=T(a), wenn T(2)>0, 
ua,,t) = Welt), (2, )=W%l) für OsSt=sTo),, wenn T(m)>0, 
worin u, (f), üg(t), ©, (t), v(t) vorgegebene Funktionen sind. Dabei betrachtet Verf. alle 
möglichen, die Charakteristik der Differentialgleichung betreffenden Fälle. Bemerkens- 
wert ist der für n—=4 erhaltene Eindeutigkeitssatz für das Cauchysche Problem (2) 
im elliptischen Falle, der keine Voraussetzung über Analytizität der gegebenen Funk- 
tionen oder der Lösung benötigt, sowie die tatsächliche Auflösungsformel des Problems 
im Falle, daß die Gleichung einem speziellen, vom Verf. als hyperparabolisch bezeich- 
neten Typus angehört. M. Picone (Roma). 

Picone, Mauro: Problemi ridueibili d’integrazione delle equazioni lineari a derivate 
parziali. Atti Accad. Italia, VII.s. 1, 642655 (1940). 

Gegeben sei die Gleichung 


_ _ 1 n—1 
ortey RT gurau = ortrYu x Or +r’u 
Damon DU gan + Dr zaragp + Dr Dana +9). 
u=0 v=0 u=0 v=0 


WO Qu, dr, Cur, FR, y) stetige Funktionen in R: n=sr=%; „=sy=y, sind. 
Die Untersuchung der Lösung, die stetig mit ihren partiellen Ableitungen 
ou tru s a : 
ae (u - Lem rel. Sala F sein Ba ge Grenzbedingungen 
ou EU E U u R 
ee .+4 Zgmoı — datum für = % und % gr: Dar — Jatum für y=Yı 
genügen soll, führt auf die Integration einer Integralgleichung vom Volterraschen 
Typus, die in R eine einzige Lösung zuläßt. Dasselbe Resultat wird auf eine Gleichung 
in r unabhängigen Variabeln desselben Typus erweitert. Der Verf. dehnt diese Be- 
trachtungen auf allgemeinere Gleichungen aus. Es seien 


Mit ut turV 

Div] = D’du...u(®) ne, (Hıttaet+u=m) 
ein linearer Differentialausdruck, dessen Koeffizienten stetig in einem Bereiche A des 
r-dimensionalen Raumes 2,,%,...,2, sind, und X,,...,X, lineare Funktionale. 
Man nimmt an, daß Df[v] eine Greensche Funktion H(x,£&) in A in bezug auf die 
Funktionale X, besitzt, d.h. daß die einzige Lösung der Gleichungen Dfv] = Y, 
Z,W)=X,()=---=AX,(w)=0, die mit ihren m ersten Ableitungen stetig in A 
ist, unter gewissen Bedingungen durch v(z) = N Hz, &) P(E)dE,...dE, gegeben ist. 
Verf. betrachtet die Gleichung A 


n—1 n—1 
on & mt +, +ry 
zZ Du)= DD, 5, Din] + >) > Cr hen e Er BL 
v=0 Kıttat- tur Zum-—1l v=0 
mit stetigen Koeffizienten im Bereiche (A, B), wo Bdurch y„<y=y, definiert ist, 


und sucht für diese Gleichung eine Lösung, die mit ihren partiellen Ableitungen 
++, + V 

ges (kı A etm=zem,v=<n) stetig in (A, B) ist. — Für jedes yin B 
sollen D[u] und D a! Funktionen von x der Klasse von (x) in A werden. Die 
Funktionale X,[w] sind‘ bekannte Funktionen von y in B, und die 5] 

€ n Oyr Yy=Yı 
(=0,...,”—1) sind bekannte Funktionen von zin A. Werden dann die Existenz 
und die Einzigkeit der Lösung vorausgesetzt, so wird das Problem auf eine Integral- 
gleichung des gemischten Typus von Volterra-Fredholm zurückgeführt. — Ähnliche 
Probleme für Gleichungen eines noch allgemeineren Typus reduzieren sich auf die 
Lösung von Integralgleichungen eines Typus, dessen allgemeine Theorie noch un- 
bekannt ist, und welche in einzelnen Fällen auf Fredholmsche Gleichungen führen. 


N. Theodorescu (Bukarest). 
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Jaeger, J. C.: The solution of boundary value problems by a double Laplace trans- 
formation. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 687—693 (1940) 


Sa 9% (%1,..,%,Y1,...%) una funzione definita dal dover soddisfare per 
(21,...,2,) in un dominio A e (yı,..., 4,) in un dominio B, ad un’equazione lineare 
a derivate parziali nelle variabili &,,...,%, Y1, +. %,, con ulteriori condizioni alle 
frontiere di A e di B. Posto 

v(pı> AR | Pr; Yı> Sa Y) je Rai neg(z, ey dp Yır ++ y)daz, nz dz,, 
A 
si trova per v, in taluni casi, un’equazione del tipo 
D(p,, “en, Pr)v(Pı, aa Pr» Yı> EORCTE | Y;) = N(p,; Sol DU) Pr» Yı> leze:g Y); 
che, per ogni rPl@ di valori di ?,,..., ?,, annullanti la funzione nota D, ha di conse- 


guenza le equazioni N = (0), atte a determinare la N. L’A. applica tale procedimento 
a taluni particolari problemi di propagazione del calore, ad una o a due dimensioni, 


: r : Er 1 1 
considerando, rispettivamente, le equazioni v,, — a 0, u + Yyy-— Zu 0, 


ed attribuisce erroneamente l’idea del metodo a Doetsch, il quale perö, nel citato 
suo libro „Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation“ (Berlin 
1937; questo Zbl. 18, 129) non ha mancato di citare il lavoro di M. Picone del 1934 
(efr. questo Zbl. 9, 398) in cui il metodo stesso viene per la prima volta introdotto. 
Su di esso il Picone & ritornato nel lavoro „Nuovi metodid’indagine perlateoria 
delle equazioni lineari a derivate parziali‘“ [Rend. Semin. mat. fis. Milano 13, 
66—90 (1939)] e in un lavoro recensito in questo Zbl. 23, 231. Il metodo stesso & poi, 
da molto tempo, largamente impiegato nell’Istituto Nazionale per le Applica- 
zioni del Calcolo per l’integrazione di equazioni e di sistemi di equazioni lineari a 
derivate parziali concernenti problemi di elasticitä. M. Picone (Roma). 


Kosik, F.: Über die Konstruktion der Greenschen Funktion für Operatoren höherer 
Ordnungen. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Khar- 
koff, IV.s. 17, 167—173 (1940) [Russisch]. 

Verf. schlägt eine neue Schreibweise der Greenschen Funktion für einen gewöhn- 
lichen Differentialoperator vor. Janczewski (Leningrad). 


Kosehmieder, Lothar: Beziehungen zwischen Temperaturen und Potentialen. 
Math. Z. 47, 125—131 (1940). 

Estensione al caso di piü variabili di alcuni risultati di @. Doetsch (vedi questo 
Zbl. 23, 42). C. Miranda (Torino). 


John, Fritz: The Diriehlet problem for a hyperbolie equation. Amer. J. Math. 63, 
141—154 (1941), 

Es wird das Problem behandelt, ein solches Paar stetiger Funktionen /(x), g(y), 
(a <r<b,a<y<ß) zu finden, daß f(x) + g(y) gegebene stetige Werte v auf dem 
Rand C eines gegebenen, im Rechtecke a <r <b, a<y=ß enthaltenen konvexen 
Bereiches B annimmt; es ergibt sich, daß folgende zwei Fälle vorkommen können: 
entweder ist C in zwei Bögen C,,C, derart zerlegbar, daß die Werte v auf CO, durch 
die auf CO, eindeutig bestimmt werden, oder es gibt eine eineindeutige stetige Abbildung 
der Form x’ =o(z),y’ =g(y), durch welche Bin ein Rechteck übergeht, dessen Seiten 
die Steigungen + 1 haben und ein irrationales Längenverhältnis & aufweisen. Im 
zweiten Falle wird also das Problem auf die gleiche Aufgabe für einen rechteckigen 
Rand des genannten Typus zurückgeführt, ein Sonderfall, der von D. G. Bourgin 
und R. Duffin schon in erschöpfender Weise untersucht wurde (dies. Zbl. 23, 42). Die 
Zahl & ist invariant gegenüber Abbildungen der Form 2" =o(2), y’ = Y(y); wenn 
für zwei konvexe Jordansche Kurven (, 0’ die entsprechenden Invarianten £, &' über- 
einstimmen, darin ist C auf ©’ durch eine Transformation der Form 2’ = 9(2), y’ = p(y) 
abbildbar. Die Beweise beruhen auf allgemeinen Sätzen über topologische Abbildungen 
einer geschlossenen einfachen Jordanschen Kurve auf sich selbst. @. Cimmino. 
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Agostinelli, Cataldo: Sulle onde elastiehe simmetriche in un mezzo isotropo. Atti 
Ist. Veneto Sci. ete. 97, Pt 2, 417—431 (1938). 

Verf. führt die Untersuchung der Fortpflanzung der elastischen Verrückungen in 
einem isotropen Medium, die zu einer Achse z axialsymmetrisch sind, auf die Integration 
von vier partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung zurück. Er benutzt die 
Ergebnisse seiner früheren Untersuchungen und betrachtet für die in Zylinderkoordi- 
naten r, 0,2 ausgedrückte elastische Verschiebung gewisse Reihenentwicklungen ihrer 
Komponenten in Richtung des Radius, der transversalen Richtung und der Achse 2. 
Das so erhaltene Lösungssystem wird besonders in dem für die Seismologie inter- 
essanten Fall eines isotropen Halbraumes z> 0 untersucht unter der Voraussetzung, 
daß die Kräfte in der Grenzebene r =0 verschwinden. M. Picone (Roma). 

Weinstein, A.: Les vibrations et le ealeul des variations. Portugaliae Math. 2, 
36—55 (1941). 

Verf. erörtert zunächst an einem diskreten mechanischen System die rekursive 
Bestimmung der Eigenwerte durch ein Minimumproblem und ihre independente Er- 
mittlung durch eine Maximum—Minimumaufgabe (Courant), sowie das daraus fol- 
gende Rayleighsche Prinzip über die Veränderung der Eigenschwingungen bei Ver- 
stärkung der Bedingungen. Eine Anwendung macht er auf die Abschätzung der Eigen- 
werte (4?) einer eingespannten Platte: . 

w 


(1) Adluwv— Ru=0in$S, v=(, In 0 auf Rand C von S. 


Das Rayleighsche Prinzip zeigt, daß 42> u? sein muß, wenn u? die Eigenwerte der 
Aufgabe 


(2) AAluvu— wWw=0mS, v—=0, Av=0aufCl 
bedeuten; diese ist gleichwertig der Membranschwingungsaufgabe 
(3) Au+ww=0imS, w=0auf(, 


wobei u} =») wird. Die Bestimmung der », ist im Einzelfall wesentlich leichter als 
die der A„. Noch bessere Schranken der A, findet man, wenn man zwischen (2) und (1) 
eine Folge schrittweise stärker gebundener Randwertprobleme schiebt; nach Vorgabe 
eines abgeschlossenen Orthogonalsystems p,(s) @=1,2,...) auf C gelingt dies durch 


die Randbedingungen w = 0, f Pi(s) ei ds=0,(i=1,..., m) bei schrittweise wachsen- 
ö 


dem m. Darnach sind die Berechnungen von Iguchi (dies. Zbl. 23, 278) fehlerhaft. 
Vgl. auch die Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 18, 216; 28, 125). Harald Geppert. 
Piscounov, N.: Problömes limites pour les &quations du type elliptico-parabolique. 
Rec. math. Moscou, N. s. 7, 385—421 u. franz. Zusammenfassung 422—424 (1940) 
[Russisch]. 
Es handelt sich um die Formulierung und Lösung eines Randwertproblems für 
eine partielle Differentialgleichung des Typs 


m 
u 
Das + burg tr, 
i=1 
wobei die Koeffizienten «;, d, c, f Funktionen der unabhängig Veränderlichen y,,...., Ym»& 
sind. — Physikalische Fragestellungen führten gelegentlich auf eine solche Aufgabe. — 
Es werden endliche und unendliche Gebiete betrachtet. Die Mannigfaltigkeiten, auf 
denen die Werte der Funktion bzw. die Werte ihrer Ableitungen in einer bestimmten 
Richtung vorgeschrieben werden, hängen von den Integralkurven des Differential- 
gleichungssystems ayı dy aya 


= 11. = 


ab. K. Schröder (Berlin). 
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Finzi-Contini, Bruno: La similitudine nei eampi armoniei con dispersione sul con- 
torno. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 73, 699—715 (1940). 

Dans les probl&mes physigues oü intervient l’&quation de Laplace Au=0, 
peuvent se pr&senter simultanement sur la frontitre F d’un domaine D trois types de 


gu 
’ dn 
appelee fonction de dispersion et qui en general est linsaire. L’A. s’occupe sp&cialement 


u du 
conditions aux limites, suivant qu’on se donne u ou une relation (u W =0, 
n 


du 5 r or: 
du cas „. —ku qui se presente dans la transmission de la chaleur. Deux champs 


harmoniques definis dans deux domaines D, D’ s’appellent semblables au sens limite, 
si les frontieres F, F’ sont semblables ainsi que les regions de ces frontieres sur les- 
quelles les conditions aux limites des types admis sont les m&mes. Ils s’appellent com- 
pletement semblables si les potentiels sont en plus &gaux aux points homologues. Deux 
champs ä& frontieres g&ometriquement semblables sur lesquelles on se donne seulement 


d Se 
u et I sur des regions semblables, seront complötement semblables. Pour que deux 


Sat SE : d DR , 
champs assujettis a la condition aux limites Te = ku sur F et F’ soient completement 


semblables, il suffit qu’un parametre adimensionnel soit le m&me pour les deux champs 
envisages. On examine aussi pour les champs compl&tement semblables des relations 
entre le flux total et la »r&sistance complessive«. — Ces considerations de similitude per- 
mettent de transporter les r&sultats d’un cas d&jä etudie & un autre ou & un modele. 
N. Theodoresco (Bucuresti). 
Leonov, M. Ja.: Problems and applications of the theory of potential. J. appl. 
Math. a. Mech., N. s. 4, Nr 5/6, 73—86 u. engl. Zusammenfassung 86 (1940) [Russisch]. 
Fortsetzung einer früheren Arbeit des Verf. (s. dies. Zbl. 23, 413). Es werden 
Formeln für die Lösung des Dirichletschen oder Neumannschen Problems abgeleitet 
für den Fall, daß die Randwerte an einer Ebene oder an einem Teile derselben gegeben 
sind. Einige Anwendungen zur Elastizitätstheorie, Hydrodynamik und Elektrostatik. 
Janczewski (Leningrad). 
Seherman, D. J.: Une remarque eoncernant le proklöme de Diriehlet. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 29, 286—287 (1940). 
Verf. löst das Dirichletsche Problem für mehrfach zusammenhängende Bereiche 


V (Rand Ss SE + Sm+1, Sm+ı dußerer Rand), das im allgemeinen nicht durch ein 
1 
Potential der Doppelschicht allein darstellbar ist, durch den Ansatz 


u, y, De lonas+ I „rer 


wo r; den Abstand eines inneren Punktes des von 's, ee Gebietes vom 
Aufpunkte ist. Dies führt auf eine Fredholmsche Gleichung (aber mit unsymmetrischem 
Kern!). Verf. gibt einen einfachen Beweis dafür, daß die zugehörige homogene Glei- 
chung keine Nullösung besitzt. Es fehlt jedoch der entsprechende Beweis bezüglich 
der assoziierten Gleichung, der zwar auch einfach ist, aber doch hätte erwähnt werden 


sollen. — [Bemerkung des Ref.: Man wird dabei auf ein Doppelbelegungspotential 


geführt, das auf der äußeren Kontur Null ist, auf den anderen Konturen die konstanten 
Werte { v(t) In,dS besitzt, was nur möglich ist, wenn die Konstanten verschwinden; 


ähnlich wie im Text folgt dann »(t) = 0.] Tautz (Breslau). 
Rapoport, I.: Sur le probleme plan inverse de la thöorie du potentiel. C. B. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 28, 305—307 (1940). 
n 5 e 
(1) a.lgr + > enn2n sei das äußere logarithmische Potential 


m=1 


206 


einer Massenverteilung konstanter Dichte u in einem Gebiet @, das zu bestimmen ist. 
@ sei einfach zusammenhängend und enthalte seinen Schwerpunkt. Setzt man (1) gleich 
dem Integral [ Hi wlogRdo und entwickelt den Logarithmus, so ergeben sich eine 
G 
Reihe von Gleichungen. Der Koordinatenursprung fällt mit dem Schwerpunkt zu- 
sammen und muß also in @ liegen. @ läßt sich also konform auf den Einheitskreis 
einer £-Ebene abbilden. Setzt man die Umkehrungsfunktion /({) der Abbildungs- 
funktion als Polynom an, so ergeben sich aus den früheren Gleichungen neue für die 
Koeffizienten von f(&). Die Lösung dieses endlichen Gleichungssystems liefert /(£) 
und damit die Lösung des Problems. Tautz (Breslau). 
Privaloff, I.: Quelques remarques dans la th&orie des fonetions subharmoniques. Bull. 
Acad. Sci. URSS, Ser. Math. Nr 1,7—11 u. franz. Zusammenfassung 12 (1939) [Russisch]. 
Den Inhalt der Arbeit bildet der Beweis der beiden folgenden Sätze: Unter allen 


in der Kugel OP=r<i1l eines p(> 2)-dimensionalen Raumes erklärten negativen 
subharmonischen Funktionen u(P) ist das Green-Stieltjessche Potential durch. die 


Bedingung 1 ‚ 
Kr,u) = — [u(P)do>0 mit rl 


gekennzeichnet. Damit eine subharmonische Funktion in der ganzen Kugel OP=r<1 
eine harmonische Majorante besitze, muß die Gleichung limn(r) :(1—-rn)=0 gelten, 
‚> 


in der n(r) die in der Kugel enthaltene Masse bedeutet. — Auszug. H.Geppert. 
Ridder, J.: Harmonische, subharmonische und analytische Funktionen. Ann. 
Scuola norm. super. Pisa, II. s. 9, 277—287 (1940). 
Verf. beweist zunächst folgenden Satz über das Linienintegral J(0) = f pdz+gdy 
6 


(C eine geschlossene rektifizierbare Kurve): Es ist J(C)<0, wenn J(R)=0 ist für jedes 
Intervall R im offenen, von C umschlossenen Gebiet, und p und q im abgeschlossenen 
Gebiet stetig sind. Dies‘ wird benutzt zum Beweis von Kriterien für harmonische, 
subharmonische und analytische Funktionen. Z. B. wird folgende Verallgemeinerung 
eines bekannten Koebe-Böcherschen Satzes bewiesen: u(z, y) ist in B harmonisch, 
wenn sie in B stetige Ableitungen u,, u, besitzt, und die extremen Ableitungen 


D+®,D-® der Intervallfunktion G(J) = f = ds in einer höchstens abzählbaren 


R 
Menge unendlich werden können, während fast überall eine mittlere oder extreme 
Derivierte Null ist (Satz 1). Diese Bedingungen werden in Satz 5 in der Weise variiert, 


daß die abzählbare Menge durch eine Menge E der Form E= -3 E, ersetzt wird, wobei 


die E, das lineare Maß Null haben. Dafür wird die zweite Dane dahin verschärft, 
daß fast überall D® existiert und gleich Null ist. Analoges läßt sich aussagen für 
analytische Funktionen (Satz 9). Analog zu diesem Satze gilt für subharmonische 
folgendes Kriterium (Satz2 und 6): D+ ® kann höchstens auf einer abzählbaren Menge 
unendlich werden, fast überall ist D-®=<0. Auch dies läßt sich in analoger Weise 
wie bei Satz 1 abändern. Erwähnt sei noch Satz 10: u ist harmonisch, wenn sie in B 
stetige erste Ableitungen besitzt, wenn diese in B mit Ausnahme einer abzählbaren 
Menge endliche extreme Derivierte nach x und 4 haben, und wenn in fast allen Punkten 
von B, wo u,, und u,, existieren, Au = 0 ist. Tautz (Breslau). 
Privaloff, I.: Sur Pintögrale du type de Cauchy-Stieltjes. Bull. Acad. Sci. URSS, 
Ser. Math. 4, 261—275 u. franz. Zusammenfassung 275—276 (1940) [Russisch]. 
L’A. appeile integrale »du type de Cauchy-Stieltjes«, l’expression 


l 
REAL LIE 1 feirdR(s) 
2ni) z()-—z Ani) x—z 

0 L 
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oü Lest une courbe de Jordan fermee rectifiable de longueur 1,9 est l’angle de la 
tangente au point d’affixe x avec l’axe des abscisses, et F(s) une fonction complexe, 
a variation bornee, de l’arc s de la courbe Z. Si l’integrale pre&cedente tend, presque 
partout sur L, vers la derivee F’(s) lorsque 2 tend vers z(s) en suivant des chemins in- 
terieurs non tangents & L, cette integrale est appel&e par l’A. une intögrale de Cauchy- 
Stieltjes. Enfin, en designant par x, = x(s,) un point quelconque de Z et par L, la 
partie de L obtenue en enlevant de ce contour un arc ayant pour extr&mites les points 
2(sg—E) et 2(s,+ 8), VA. pose, dans le cas oü la limite du premier membre existe, 
ie 1 II Li (zen 


zn, 2ni) z—a 
L 


Les propositions suivantes sont &tablies: 1° On. a, presque partout sur L, suivant 
chaque chemin non tangent & Z, 
1 eiPdF(s 1 e!PdF(s 1 


ji 
== x — 20 2 


z>2,2ni 2 2mi 
L 


ou lYintegrale du premier membre est du type de Cauchy-Stieltjes. — 2° Pour 
qu’une integrale du type de Cauchy-Stieltjes devienne une integrale de Cauchy- 
Stieltjes, il faut et il suffit que cette integrale tende presque partout sur L vers 
zero lorsque 2 tend vers chaque point du contour par des chemins exterieurs. — 
La m&me condition peut encore s’exprimer par les relations 


fe”z"dF(s) = 0 02 22. 
L 


Signalons cette consequence importante: La condition pour que l’integrale 
1 F(s)ds 


ae oü F(s) est a variation bornee sur un arc [&,ß] de Z, soit une 
L 


integrale de Cauchy, est que F(s) soit absolument continue sur chaque arc 
[&1, Bıl < [, B].. Si cette condition est remplie, la fonction representee par l’integrale 
precedente est continue partout, l’arc [&, 8] compris. Miron Nicolescu (Bucuresti). 


Integralgleichungen, Integraltransformationen: 

Caligo, Domenico: Un eriterio suffieiente di stabilitä per le soluzioni dei sistemi 
di equazioni integrali lineari e sue applieazioni. Atti Accad. Ital., VII. s. 1, 497—506 
(1940). 

Verf. beweist den folgenden grundlegenden Satz: Sind für jeden endlichen und 
positiven Wert von X und für ,k=]1,...,n die Funktionen y,(2) und @;(x) im 
Intervall (0, X) meßbar und beschränkt, sind für jedes 2 >0 die V,;(z, &) im gleichen 
Intervall meßbare Funktionen von & und gelten ferner fast überall im Intervall 
(0, 00) die Volterraschen Gleichungen 


ya) =AMa)+D [Var dylddE, (k=1,...,n) 
s=10 


so ist hinreichend dafür, daß jedes y,(2) im genannten Intervall beschränkt ausfällt, 
die Beschränktheit der p,(x) sowie die Existenz dreier positiver Zahlen &,, N und 
oe<1l, für die mit > x, die Ungleichungen 


> fra. ölae<n, 2 [rw ölde<e 


. s=10 s=1% 
gelten. — Aus diesem Satz leitet Verf. Kriterien her, die ein gewisses asymptotisches 
Verhalten (für &— + oo) der Lösungen der Differentialgleichung 


a) ye) + (2) + la) yo) = Ile) 


en 
Fr: us 


208 


gewährleisten, falls man das entsprechende Verhalten der Lösungen der Gleichung 
| 

(2) m + Ray) = 0 
s=0 


kennt. Sind beispielsweise die Koeffizienten p, konstant und die Funktionen 7, und / 
im Intervall (0, oo) integrierbar, und sind alle Lösungen der Gleichung (2) stabil, so 
gilt das gleiche für alle Lösungen von (1), wobei für sie auch die Ableitungen der ersten 
n — 1 Ordnungen beschränkt ausfallen. Beachtenswert ist auch die Schlußbemerkung 
bezüglich der Differentialgleichung (9y') +Ay=f mit 0 >0, dergemäß, wenn die 
Funktionen A — 9-! und f im Gebiet (0, 00) integrierbar sind, die Lösungen der 
Gleichung sämtlich stabil ausfallen und ihre erste Ableitung beschränkt ist, wenn ® 
nicht unter eine gewisse positive Größe sinkt. M. Picone (Roma). 

Nardini, Renato: Studio e risoluzione di un’equazione funzionale del tipo misto. 
Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 9, 201—213 (1940). 

Verf. behandelt die Gleichung 


b z db 
0 ve y=lay)+ AR y,2)vla, nd + Ale, y, pl. 2)] 
0 


in der f(z,y) und K(z, y,2) für das Gebiet O<r<s1,0<y=<b,0<sz=b end- 
liche und stetige Funktionen sind, und A ein Funktional bezeichnet, das für die Ge- 
samtheit der im Gebiet O<t<1, 0<z=b stetigen und daselbst dem absoluten 
Betrage nach unterhalb a gelegenen Funktionen %(t, z) definiert ist und überdies nur 
von z, von y und von den Werten abhängt, die y(£, 2) im Gebiete <st<2,0<2=sb 
annimmt. A genüge einigen Stetigkeitseigenschaften und erfülle eine Ungleichung vom 


x b 
4A E y,yÄt, | =Mx. Ferner bedeute /'(x, y,z, A) den lösenden Kern des 
00 


Kernes K(zx, y,z), in dem x als Parameter anzusehen ist, und es gelte 
max|/|(1 + max|AI'(z, y,2,A))) <a. 

Dann gibt es tatsächlich eine Zahl derart, daß die Gleichung (1) im Gebiete O < r<I, 
0<=<y=b wenigstens eine Lösung zuläßt. Verf. gibt dann weitere Bedingungen an, 
unter denen diese Lösung eindeutig ist, sowie hinreichende Bedingungen dafür, daß 
diese Lösung im ganzen Intervall O<x=<1 definiert ist. C. Miranda (Torino). 

Trjitzinsky, W. J.: Some problems in the theory of singular integral equations. 
Ann. of Math., II.s. 41, 584—619 (1940). 

Verf. verallgemeinert die von T. Carleman (Sur les &quations integrales singu- 
lieres, Uppsala 1923) begründete und von ihm selbst (vgl. dies. Zbl. 22, 145) erweiterte 
Theorie der Integralgleichung 


Typus 


% H 
) er Ela Yylydy=fla) und (2) [K(x, Yo(y)dy = f(e) 
0 


mit singulärem Kern; K(z, y) ist symmetrisch, meßbar und ebenso wie A reell. Folgende 
drei Fälle werden behandelt: A. ist der von Carleman (für komplexe A!) haupt- 


1 
sächlich behandelte Typ. B.: [ K?(x, y)dy existiert für fast alle x in [0,1]. C.: Mit 


0 
K(z, y) ist ein linearer Operator L,(£/h(x)) gekoppelt (£ ein Parameter), welcher u.a. 
den folgenden Bedingungen genügt: 


L,(E/E (@, y)) CL, bzgl. y | (a) 
1 
[IEIK., Y))p(ydy= L;(E] ; Kn(z, y)o(y)dy), (ech) 
wo K,„(z,y)=Min(n, K(e, y)) für K(e,y)>0, 
=Max(—n,K(a,y)) für K(a,y)<o (b) 
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gesetzt wurde. C. ist eine Verallgemeinerung eines von Carleman (8.138 |. c.) be- 
trachteten Typs. Bei A wird K(x, y) wie bei Carleman durch Kerne Ku (x, y), in 
den anderen Fällen durch die Kerne X„(x, y) approximiert. Wegen (a) hat es einen 
Sinn, im Falle © die Gleichung 


1 
(3) L.(E/p(&)) — A/Lz(EIK(e, y))p(y)dy = L;(E/f(e)) 
0) 


für 9(y) CL, zu untersuchen. In allen drei Fällen wird noch vorausgesetzt, daß es 
eine Teilfolge {n,} bzw. 6,(6;— 0) gibt, derart, daß die Gesamtheit @ aller Eigenwerte 
der sämtlichen Kerne Ä,„,(x, y) bzw. K%(x, y), die ja regulär sind, nicht überall 
dicht auf der reellen Achse ist. Für ein reelles A, das einen positiven Abstand von @ 
besitzt, wird eine Lösung von (1) bzw. (3) aus Z, gesucht. Diese wird durch die Lö- 
sungen @n,(2) (9% (2)) der Gleichungen mit den Kernen K,,(z, y) (K®%)(x, y)) ap- 
proximiert. Auswahl einer schwach konvergenten Teilfolge {9,,} bzw. {p(&} liefert 
eine Grenzfunktion @(x), die sich als Lösung von (1) bzw. (3) erweist und sich in den 
Fällen A., B. in bekannter Weise durch ein Stieltjesintegral mittels einer Spektral- 
funktion 0(z, yA) darstellen läßt. Im Falle C. wird eine Funktion Q(x, y|A) benutzt, 


= y 
welche in den beiden anderen Fällen dem Integral jr “ O(z, yA)dady entsprechen 
66 


würde. Des weiteren werden Eindeutigkeitsfragen behandelt und der Geltungsbereich 
der früheren Resultate bez. A erweitert. Die Gleichung erster Art (2) führt in den 
Fällen A., B. auf Bekanntes. Für die Lösbarkeit im Falle C. wird folgende Bedingung 
als hinreichend bewiesen: Die Summen % A,,, In,» konvergieren und sind gleichmäßig 


beschränkt. A,,, bedeuten wie früher die Eigenwerte der approximierenden Kerne, 
die fn,,„ sind die Fourierkoeffizienten von f. Tautz (Breslau). 
Pollard, Harry: Real inversion formulas for Laplace integrals. Duke math. J. 7, 
445—452 (1940). 
Es werden geringe Modifikationen bekannter Umkehrformeln von Laplace-Lebes- 
gueschen und Laplace-Stieltjesschen Integralen aus folgendem Hauptsatz abgeleitet: 
Ist p(t) in jedem endlichen nichtnegativen Intervall nach Lebesgue integrierbar, 


f(x) = [e#pwat und Z[f(x)] = zu a*t1/@®)(x) der Post-Widdersche Operator, 


. ZA, 0 
80 ergibt sich, je nachdem $;(t) = o(k) bzw. o (YA) gewählt wird, Jim Z li ( T “ ) =o(t) 


t 
d 
bzw. [pi +0)+9(t—0)], und zwaranallen {-Stellen, für welche fpoae = ot) 


k a 5 
ist, bzw. @(t +0) und @(t — 0) existieren. Buch TBadapean- 
Avakumovi6, Vojislav G.: Bemerkungen über Laplacesche Integrale, deren Wachs- 
tum von Exponentialeharakter ist. 3. Math. Z. 47, 141—152 (1940). 
Verf. beweist den folgenden Tauberschen Satz funktionentheoretischer Art des 
Abel-Laplaceschen Verfahrens: Es sei n eine ganze Zahl = 1, A(u) nicht abnehmend, 
1 


J(s) = fe "atA (u)} konvergent für Rs >0 und Ks) — 4exp E z 7 (A #0) gleich- 
6 


mäßig beschränkt in einem konvexen Bereich, dessen Begrenzung im Punkte N) 
eine Berührung der Ordnung 2n — 1 mit der imaginären Achse hat. Dann ist 

En Ian ı1=2n | ee 

A(u)-(2n — 1) 4n REIT T an eXp Ian lan == ) En ur ! 

Ä 2Yn(2n — l)n Fe 

Der Satz findet sich für den Spezialfall n = 1 bereits in der gleichbetitelten Note II 

des Verf. [Math. Z. 46, 67—69 (1940); dies. Zbl. 28, 394]. Er ist andrerseits in einem 


Zentralblatt für Mathematik. 24. Ö 14 
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vom Verf. schon früher ausgesprochenen allgemeinen Umkehrsatz des Abel-Laplace- 
schen Verfahrens enthalten, in dem 2n — 1 jeden endlichen Wert > 0 annehmen darf 
[Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 40, Nr 1/2, 101—106 (1938); dies. Zbl. 20, 16). Der 
Beweis des hier behandelten Falles ist, wie Verf. bemerkt, erheblich kürzer als der 
(bisher nicht veröffentlichte) Beweis des allgemeinen Satzes. F. Lösch. 

Voelker, Dietrich: Die zweidimensionale Laplace-Transformation und ihre An- 
wendung zur Lösung von Systemen partieller Differentialgleichungen. Freiburg i. Br.: 
Diss. 1939. 40 S. 

Es wird die zweidimensionale Laplace-Transformation 


Ur, y)= | Je r@, y)dady = Ile, 1) 
00 


unter der Bedingung, daß sie — bei absoluter Konvergenz aller vorkommenden Inte- 
grale — als [terierte eindimensionaler Laplace-Transformationen aufgefaßt werden 
kann, zur Lösung des Differentialsystems ZP + 120 + 1209 + 0, Z9 =Ö,, 
(i=1,2) bei konstanten, gegebenen rechten Seiten und entlang der positiven z- und 
y-Achse vorgeschriebenen Anfangswerten sorgfältig angewandt. Ein Beispiel zur Be- 
rechnung eindimensionaler Korrespondenzen durch Vertauschung von eindimensionalen 
Transformationen und eine Tabelle zweidimensionaler Korrespondenzen schließen die 
auf Untersuchungen von G. Doetsch gestützte Dissertation ab. v. Stachö. 

Martin, W. T.: Analytie funetions and multiple Fourier integrals. Amer. J. Math. 
62, 673—679 (1940). 

Es sei E die Klasse der ganzen Funktionen f(2,, 23, - - -, 2„), welche für alle end- 
lichen Werte yı, %5, - . :, 4„ eine Beziehung der Form 

+00 +0 


(1) [Sta Hy in + iyn) da, --- dan < Aedatlnit + lem) 


—00 —o 
mit positiven Konstanten a, A erfüllen. Die Klasse Z stimmt überein mit der Klasse P 
derjenigen Funktionen, welche eine Fourier-Transformation D(u,,..., u,) ea + *** + Ynum 
besitzen, die außerhalb eines gewissen endlichen Gebiets verschwindet. Es sei X je- 
weils der Durchschnitt aller konvexen Körper des u-Raumes, in deren Äußerem ® 
identisch verschwindet, und 


s(A) = Max {A %ı Hr + Anlnt (Ay, Ags «22, An reell) 


die zu K gehörige Stützfunktion. Dann besagt das Hauptergebnis der Note, daß s(A) 
übereinstimmt mit der zu / gehörigen Wachstumsfunktion 


+9 +0 
Ip: 1 , 
hi) = 3 im —tog/--- [te +50... + io) da, --- dan. 


M. Plancherel und G. Pölya [Comment. math. helv. 9, 224—248 (1937); 10, 110 
bis 163 (1937); dies. Zbl. 16, 360; 18, 152] haben für die Funktionsklasse P gezeigt, 
daß s(A) übereinstimmt mit der von ihnen eingeführten Wachstumsfunktion 
on R ; 

hp(A) may har nn s ‚lim — log|f(&, + öh10, :.., m + ine) - 
Es folgt somit die Gleichheit von A(A) und hp(A). — Analoge Resultate erhält Verf. 
für die in dem Bereich y,>0 (k=1,2,...,n) analytischen Funktionen (2, , 22; -., Zn), 
welche für alle positiven 45, Yg, .. ., 4n eine Beziehung der Form (1) erfüllen. 


F. Lösch (Rostock). 
Funktionalanalysis, Funktionalräume: nn 


Bohnenblust, F.: Subspaces of I,,„n spaces. Amer. J. Math. 63, 64--72 (1941). 
Let 1,,n be the Banach space of the elements z — (%1, %g5 » - ., Zu) With the norm 


n 1 
I=] = [Ziarlo, where 1<’p</oo, p not an integer. If vamzrt e 


Feng then sub- 
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spaces 5, Of l,,„ of dimension m may be constructed with the following property: 
If P is a projection of $,, on one of its subspaces and has the norm one, then P must 
be either the identity or a projection on a one-dimensional subspace. In showing this 
theorem the author makes intensive use of Plücker-Grassmann coordinates in the 
n dimensional affine space. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Day, Mahlon M.: The spaces ZP with 0<p<1. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 
816—823 (1940). 

Let Y be a set on which a completely additive measure m is defined. Denote by 
IP, 0<p<l, the linear space of all the complex-valued functions /(y) on Y, for 

1 


which || /| = rl a ur <00. A subset E of Y of positive finite measure is called 
2 


“singular”, if it cannot be decomposed in two measurable sets of positive measure. 
Choose a system {E,} of singular sets, containing just one set from each class of equi- 
valent singular sets. If /(y) € LP, then f(y) has on E, almost everywhere a constant 
value /,, the number of non-zero f, being finite or countable. — The following theorems 
are proved: 1. If there is no singular subset of Y, then the only bounded linear func- 
tional on Z? is that which is identically zero. (That is e. g. the case if Y is an interval 
with the common Lebesgue measure.) 2. If singular subsets exist, then all bounded 
linear functionals on Z? are of the form U(f) = u,f,, where the u, are arbitrary 
Y 1 


complex numbers such that | U] = sup |w,| [m(E,)]] ? <oo. Bela de 82. Nagy. 
% 


Bourgin, D. G.: Closure of produets of funetions. Bull. Amer. Math. Soc. 46 
807—815 (1940). 

Bezeichne L? den Raum der quadratisch integrierbaren komplexwertigen Funk- 
tionen der reellen Variablen s und £. Die entsprechenden Räume bezüglich der ein- 
zelnen Variablen s bzw. t seien L? bzw. L?. Die Folge der Funktionenprodukte 
Ym(t) Yn(s), (m,n=0,1,...), ist dann und nur dann abgeschlossen in L?, wenn die 
Folgen {9„(t)} bzw. {y„(s)} einzeln in L} bzw. L} abgeschlossen sind. Es werden auch 
gewisse Verschärfungen dieses Satzes bewiesen. @. Alexits (Budapest). 

Krein, Mark: A ring of funetions on a topological group. ©. R. Acad. Sci. URSS, 
N.s. 29, 275—280 (1940). 

Let @ be a topological group with the unit e. A complex valued function f(g) (9 € @) 


n 
is called positive definite (p..d.) if fly, )3,x>0 for arbitrary 9; EG, complex 
jk=1 


numbers 2; andn=1,2,... [such a function is always Hermitian, i. e. {(g"!) = /(g), 
and ff)>0]. I£ f(g) is p.d., then 

IA) — fh)? = 2fle)[f(e) — Ri(gh”')] | 
for any g, h € @; thus if f(g) is continuous at the point e, then it is uniformly continuous 
on @ (compare with a lemma of D. Raikov, this Zbl. 28, 129). — Let R be the com- 
plex envelope of all continuous p.d. functions on @. This is a ring, in which a norm 
may be introduced in the following way. If /(g) is p. d., then put |/| = f(e). I£ f(g) 
is a Hermitian function from R, then put | /|| = inf(f,(e) + fz(e)) where f,(g) and /,(g) 
run over all continuous p.d. functions such that f,(g9) — fa(g) = f(g). If, finally, /(g) 
is an arbitrary function from R, then put |/|| = sup |/* cos& + f- sinal, where ft 
and f- are the Hermitian components of f. — This norm has the following properties: 
j/l>9%, t7#0; le/] = Iel il; Ih + rl<|hl+ IA ie] <yalhı] \/el- 2; The 
ring R is complete by this norm. — The mean result of the paper is the following: 
G is a compact group or an arbitrary commutative group, then any Hermitian con- 
tinuous function f(g) which admits a representation /(g) = F}(9) ei) with p.d. 
F,(g), admits also a representation /(g) = fı(9) — /2(9) with continuous p.d. func- 
tions f;(g), and fı(e) + fa(e) < File) + Fa(e). Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

14* : 


a in -_., 
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Krein, Mark: On a speeial ring of funetions. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 29, 
355359 (1940). | | a 
Let @ be a topological set. The function H(s, t) (s,t€Q) is called a Hermitian 


kernel if A(s, tt) = H(t, s). If, for any s,, 8, . . ., 5" €Q, complex numbers 27, 22, .. -, Zn 
andn = 1,2. ..,.we ne Du.) $) 2720, then H(s, t) is called positive definite 


(p. d.). Denote by Pg the det a all bounded continuous p.d. kernels and by Rg the 
linear complex envelope of the set Pg. Rg is a ring in which a norm may be intro- 
duced such that |#|>0, if H=#0; |cA]|= |e|- |]; |4, + A,|=|H,| + el; 
|H,A,|< y2|A,|- |#2\. — The ring R9 is complete by this norm. — Suppose that 
Q is a compact metrical set. Then there exists always a linear functional M (h), defined 
on the set of all continuous functions A on Q and such that M(1)=1, M(h) >0 for 
h(s)>0, but h(s) #0. Attributing to M the röle of an integral, one may apply the 
Hilbert-Schmidt theory of usual integral equations with Hermitial kernels. Let 

(s)} be an orthonormal system of fundamental functions of H(s, t) (ERg) and let 
Be be the corresponding system of fundamental values. If H(s,t)E Py, then, by 


Mercer’s theorem, ek 
; > er) _ 
en Fr = H(s,}). 
=1 


1 
In this case, |A]| = > 2 . For an arbitrary H(s,t)E Rg we have > rs lRl. 
'k 


Applying the theory of Gelfand (see this Zbl. 21, 294; 22, 357) on normed rings, the 
author shows that if J is maximal ideal of R9,, then it consists of all those functions 
€ Ry which vanish at a certain point (sy, to). If HE Ro, then also f{H) € Ryg for any 
analytical function /(z) holomorphic on the set of values z—= H(s, t) (s,t€Q). Finally, 
it is shown that a kernel A (s, t) belongs to R9 if and only if, it belongs “locally” to Ry, 
i. e., if one can find to each point (sy, £,) of the topological square Q? a neighborhood U 
and a function H,(s, t) € Rg such that H(s,t) = H,(s,t) on U. Bela de Sz. Nagy. 

Yosida, Kösaku: On the theory of speetra. Proc. Imp. Acad. Jap. 16, 378—383 (1940). 

Let R be a commutative and associative ring with unit I, admitting the field 
of real numbers as coefficients and satisfying the following conditions: X? = 0 implies 
X=0;to.any X, Y there is a Z such that Z?= X? + Y?. Introduce in R a semi- 
ordering by writing X > Y if X — Y is the square of some element of R. Suppose 
also that every pair of elements and every monotone bounded sequence of elements 
admit a lower upper bound; further, that sup (X, 0) - sup (— X,0)=0and A- «sup (X,) 


= sup (4-X,) for all X, resp. for all positive A and monotone bounded Beguenn De. 


It is shown that each element X admits a spectral representation: X = = AdE;, where 


{E,} is a monotone increasing family of idempotent elements of R, sup E;=I and 
inf E, =. — The set % of all idempotent elements of R forms a Boolean ring and 


may thus be represented, by a theorem of Stone (this Zbl. 10, 81) and Wallman 
(this Zbl. 16, 377), as a system of closed-and-open subsets of a certain totally dis- 
connected bicompact space %. The ring R itself will then be represented ring- and 
lattice-isomorphically by a ring of Borel-measurable functions defined on %. In order 
that any Borel-measurable function /(t) on $ be the image of some element X of R, 
it is necessary and sufficient that for any sequence X, for which 

inf (sup (Ki, 0) + sup (— Ki 0), sup (X,,0) + sup (— x, 0))=0 (#j), we have 


sup inf Se inf sup I" X,ER. — These results generalise some recent ones of 
n mzn 1 n msn | 


Stone [Proc. Nat. Acad. Sci., U. 8. A. 26, 280—283 (1940)]. Bela de Sz. Nagy. 
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Halperin, Israel: A remark on a preceding paper by J. von Neumann. Ann. of 
Math., II. s. 41, 554—555 (1940). 

Short proof of the Theorem III in the paper of v. Neumann, On rings of ope- 
rators. III [Ann. of Math., II.s. 41, 94—161 (1940), this Zbl. 23, 133] more using the 
results of Murray and v. Neumann, On rings of operators. II [Trans. Amer. Math. 
Soc. 41, 208—248 (1937), this Zbl. 17, 360]. Izumi (Sendai). 


Neumark, M.: On the domain of a self-adjoint operator. Bull. Acad. Sci. URSS, 
Ser. Math. Nr 2, 165—175 u. engl. Zusammenfassung 176—180 (1939) [Russisch]. 

Ein im Hilbertschen Raum $ dichter linearer Teilraum Z heiße H-Mannigfaltig- 
keit, wenn es einen selbstadjungierten Operator mit L als Definitionsbereich gibt. 
L ist dann und nur dann H-Mannigfaltigkeit, wenn Z vollständig ist bezüglich eines 
neuen, in Z erklärten skalaren Produktes (f, g), mit |/| = |/|,. Ist der Durchschnitt 
endlich vieler 4-Mannigfaltigkeiten dicht in 9, so ist er eine H-Mannigfaltigkeit. Ist 
L H-Mannigfaltigkeit, so auch jeder lineare Raum endlicher Dimension über L. L ist 
schließlich dann und nur dann H-Mannigfaltigkeit, wenn in Z eine Folge {p.} mit x < &, 
(&, Ordnungszahl) existiert, so daß für jede abzählbare Teilfolge @,, und jede Folge c, 


mit I ||? < oodie Reihe Dc„p., stark in 9 konvergiert und |I’en9., <>) |c, |? ist, 
n=1 


ferner Z aus allen und nur den in eindeutiger Weise in der Form I’. 9a, » Dal <—cor 
darstellbaren Elementen besteht. (Nach Auszug referiert.) @. Köthe (Gießen). 


Neumark, M.: On the direet produet of elosed operators. Bull. Acad. Sci. URSS, 
Ser. Math. Nr 1, 53—74 u. engl. Zusammenfassung 74—86 (1939) [Russisch]. 

A, und A, seien lineare abgeschlossene Operatoren mit überall dichten Existenz- 
bereichen Z,, Z, in den Hilbertschen Räumen 9, bzw. 9,. Erklärt man A, x 4,als 


T. 
die Abschließung des durch A (, >" ar (fe X 2) = DAX Adı, KHEL, ıecLs 
=ı 


in einem Teilraum von 9, X 9, erklärten Operators, so erhält man wieder einen linearen, 
abgeschlossenen Operator mit überall dichtem Existenzbereich. Sind 4, und A, be- 
schränkt, so sind auch AP= A, x1und AP =1x 4, (1 der identische Operator in 
9, bzw. 9,) beschränkt und A, x Aa=4Al4? = AJPAN. Sind A, und A, selbst- 
adjungiert, so ist auch A, x A, selbstadjungiert in 9, x ©. Sind Z,(A), E,(u) die Zer- 
legungen der Identität von H, bzw. H, und wird E(}, u)=E,(A) x E,(u) gesetzt, so 
ist der Definitionsbereich von H,X H, durch alle 


DEHXH mt [ faulalEl,u)d?<o 


+90 +0 : 
gegeben, es ist (H, x HA)d=/ [RudE(, u)® un [JaE@, u) = F(v) ist die Zer- 


0 —oo u<v 
legung der Identität von H, x H,. Sind ferner A, = W,H 1» As = W;H, die v. Neu- 
mannschen Zerlegungen von A, und A,, wobei W, partiell isometrisch und A, positiv 
und selbstadjungiert ist, so gilt für die Zerlegung A, x A,=WH, daß W = W, x W;; 
H=H,x A, ist. Weitere Sätze über diese direkten Produkte. Als Beispiel wird ge- 


: ‚dd ..d 
zeigt, daß der Operator u als direktes Produkt von ‘,_ und er u 
werden kann. (Nach Auszug referiert.) @. Köthe (Gießen). 


Lusternik, L.: Sur une elasse d’op£rateurs non lin&aires dans Pespace de Hilbert. 
Bull. Acad. Sei. URSS, Ser. Math. Nr 3, 257—263 u. franz. Zusammenfassung 263—264 
(1939) [Russisch]. z 

Ein Operator A im Hilbertschen Raum H heißt homogen von p-ter Ordnung. 
(p>0), wenn A(Aa) = signA - |A|P A(a) ist für jedes a€ H und jedes reelle A. Sei 
df(a, h) das Frechetsche Differential von / (a) = (A(a), a). A(a) ‚heißt symmetrisch 
und positiv, wenn df(a,h)=(p+]) (A (a), h) ist, ferner stets f({a) > 0 ist und (a) = 3 
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nur für a—=0 gilt. Ist A positiv symmetrisch und vollstetig, so besitzt A eine ab- 
zählbare Menge positiver Eigenwerte A, mit imA;—=0. (Nach Auszug referiert.) 
‘ G. Köthe (Gießen). 
Cohen,L. W.: On the mean ergodie theorem. Ann. of Math., II. s. 41,505—509 (1940). 
Let T be a linear operation on a Banach space B to B such that the iterates 7" 


n 
2 ; 1 ; 
are uniformly bounded. The mean ergodic theorem states that if Z, - 2 = z > T’.x 
j=1 
(n—=1,2,...) is weakly compact in B, then there exists x, € B such that T-, = % 
and lim Z,- © = x,. The author gives a natural extension of this theorem as follows. 


Nn>X oo 
Let (a,,;) be a regular matrix (viz. matrix such that lim a,;&; = lim £, for every 
i n>%9 j=l >> 
convergent sequence of number” £,) satisfying ‚im DI |an,5+1 — %;| = 0, then we 


n 
i 2 : 5 
may replace the C&saro mean (of order one) L, = — > T’. zin the mean ergodic 


oo j=1 
theorem by the Toeplitz mean L,-2 =D 4,,T- x. Kösaku Yosida (Osaka). 
j=1 
Funktionentheorie: 

Hamel, Georg: Über die Umkehrung einer Potenzreihe. Deutsche Math. 5, 338—339 
(1940). 

Verf. zeigt einen „elementaren‘‘ Weg, die Umkehrung einer Potenzreihe mittels 
der komplexen Integralrechnung herzustellen. Dazu wird die Cauchysche Integral- 
formel mehrmals benutzt. — Ref. bemerkt: einmal genügt. Auch die Rechnungen des 
Verf. sind noch entbehrlich. Ullrich (Gießen). 

Azevedo do Amaral, Ignaeio M.: Note über die Reihenentwieklung der Funk- 
tionen einer unabhängigen Veränderlichen. Ann. Acad. Brasil. Sci. 12, 221—228 (1940) 
[Portugiesisch]. 

In der Identität 

n 
7 > er 1 i di er 1 n+1 dr N 
Ir mei 


n! da \2—1 
i=1 


setzt Verf. ya) = si | RLOO), WG Ho) dv 29 
Ce 
+ am | RTOKa), Oo) 2 tod — I, 
Ci 


worin 0;,C, die innere und äußere Begrenzung eines konzentrischen Kreisrings der 
komplexen v-Ebene bedeuten, innerhalb dessen K, 6, / analytische Funktionen von v 
sind. Durch Spezialisierung von K und @ erhält man dann eine Menge von Entwick- 
lungsformeln, die die Laurentreihen, Fourierreihen, Lagrangesche Reihe und allge- 
meinere Entwicklungen von G. Teixeira umfassen. Harald Geppert (Berlin). 

Valiron: Remarques sur un th&or&me de M. Mandelbrojt. ©. R. Soc. Math. France 
annee 1938, 26—28 (1939). 

Die Potenzreihe $a,2”(*) konvergiere für |2|<1, und (2) sei die durch sie dar- 
gestellte Funktion. U. a. bemerkt Verf., daß aus einer bei Biggeri [C. R. Acad. Sci., 
Paris 206, 231—233 (1938); dies. Zbl. 18, 73] auftretenden Formel sich folgender Satz 
über Potenzreihen mit Lücken ergibt: Ist in (Hay, 41 =: = @/-ı=Omit nZdn, 
d>0 und Jim. , = 00 und konvergiert J|a„| entweder für n = ng oder n=n, bei 


q > nach 1, so enthält jeder Bogen von der Länge x auf |2| = 1 mindestens eine 
singuläre Stelle der Funktion f(2). Lammel (Prag). 


er 
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Strodt, Walter: On zeros of irregular Taylor’s series, and an approximation problem. 
Ann. of Math., II.s. 41, 350—355 (1940). 

Kann man aus einer überall konvergenten Taylorreihe F(z) eine Lückenreihe der 
Wachstumsordnung ® auswählen, die die Wachstumsordnung o der Restreihe über- 
trifft, während ihre Indexfolge die Lückenbedingung 

-— logA 


lım 1, >c 
erfüllt, so heiße das Tripel (0, ®, o) der Lückenzeiger der Reihe. — Für jede, nach 


wachsenden Beträgen abgezählte Teilfolge der Nullstellen von F(z) gilt dann 
Im ni (+ 2); 
= lm smn|—, —); 
g ee @ 
und bei kanonischen Produkten endlicher Ordnung ist der Quotient der Unbestimmt- 
heitsgrenzen lim :lim des vorstehenden Ausdrucks größergleich o. Dies verallgemeinert 
ältere Aussagen von Borel, Lindelöf und J.M. Whittaker (vgl. z.B. dies. Zbl. 6, 
212). — Der Beweis wird auf die Möglichkeit gestützt, jede ganze Funktion g(z) (und 
insbesondere für c +0 auch f(cz)) auf jedem endlichen Bereich gleichmäßig anzu- 
nähern mit Hilfe von Linearverbindungen aus einer gegebenen ganzen Funktion (z), 


k 
welche die Form haben e,f(a.z), wenn /(z) den Lückenzeiger (0, ®, 0) hat, wenn 
»=1 


ferner in der vorstehenden Ungleichung < statt> stünde, und wenn drittens die 
Taylorkoeffizienten bei /(z) für alle die Nummern ungleich null sind, wo dies bei g(z) 
zutrifft; die a, sind die Nullstellen von f(z2). Ullrich (Gießen). 

Denjoy, Arnaud: Sur les series de Taylor admettant leur cerele de convergence 
comme eoupure. J. Math. pures appl., IX.s. 19, 45—49 (1940). 

D sei eine perfekte Menge auf |2| =1 derart, daß jedes von ® freie Intervall min- 
destens so lang sei wie das kleinere der angrenzenden ‚„®-Intervalle“ ; ist @, eine in ® 
überall dichte Folge, so wird (bei konvergentem I) |4,|) 


la=- I = Dar" 


genau alle Punkte von ® zu Singularitäten haben, sonst aber überall in der z-Ebene 


regulär sein. Fe) = Dose, eDilo, 2" 
hat |2|=1 zur natürlichen Grenze; gleiches gilt für mehrere verwandte Bildungen, 
wie z.B. Dekch 2". Ullrich (Gießen). . 


Ibraguimoff, I.: Sur quelques systemes complets de fonetions analytiques. Bull. 
Acad. Sci. URSS, Ser. Math. Nr 5/6, 553—567 u. franz. Zusammenfassung 567—568 
(1939) [Russisch]. 

Eine (reguläre) Funktionenfolge @,(z) heißt vollständig auf |2|<o, wenn jede 
reguläre analytische Funktion /(z) auf |2|<o gleichmäßig beliebig genau durch die 

n 


Linearverbindungen D)c,9,(z) angenähert werden kann. 0*=fin 0 aller g, wofür 
0 * 

das zutrifft, heiße Vollständigkeitsradius. Dieses 0* wird für mehrere Funktionen- 

systeme der Form z’e%? bestimmt; es ist bzw. =1n2 für l&» | <1; = dem Betrage 


2)z| »ı 


der ursprungsnachsten Wurzel z, von > exp ( e ) = 0 für « reell; = oo für 
> 


&, > 0; schließlich ist ,(z) = 2” y'’(z) in jedem Regularitätskreise von y(z) von 2= © 
vollständig, wenn y)(0) + 0 ist. Diese Bedingung ist notwendig. — Als Anwendung 
im Gebiet der 2. Aussage wird ein Darstellungs- und Konvergenzsatz angeführt für 
Abelsche Interpolation ganzer Funktionen vom Typus o der Ordnung 1; er stellt sie 
dar aus den Werten der n-ten Ableitungen in e!*” (& reell), und erlaubt den Schluß 
auf das identische Verschwinden von F(z), wenn alle Fm(e‘*") = 0 und der Typus o 
kleiner als das oben erwähnte |2,| ist. Ullrich (Gießen). 
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Seott, W. T., and H. $. Wall: Continued fraction expansions for arbitrary power 
series. Ann. of Math., II. s. 41, 3283—349 (1940). 

Zu jeder Potenzreihe P(x) = Dc; x" gibt es einen und nur einen „‚korrespondieren- 
den“ Kettenbruch der Form c, + a + = + +++, WO @1,@g,... irgendwelche 
von Null verschiedene, &],&g,... ganze positive Zahlen sind. Zu a Kettenbruch 

(x) 
B(x) 
bei der Grad von A(x) höchstens n, der von B(x) höchstens m ist, und P(x)B(x) — A(x) 
höchstens mit Gliedern der Ordnung m +n + 1 anfängt. Ein Näherungsbruch heißt 
regulär, wenn er in der Padöschen Tafel steht. Ein Kettenbruch heißt regulär, wenn 
sämtliche Näherungsbrüche regulär sind. Für reguläre Kettenbrüche hängen die Felder 
der Padeschen Tafel, in denen ein Näherungsbruch steht, zusammen. — Ein Ketten- 
bruch heißt absolut regulär, wenn &, =1 und alle Kettenbrüche mit derselben 
Exponentenfolge &,, &,... regulär sind. Für absolute Regularität geben Verff. eine 
notwendige und hinreichende Ungleichheitsbedingung zwischen den Exponenten. Die 
Padesche Tafel enthält jedenfalls dann die Felder (%,?) und (6, +1). Stehen in diesen 
Feldern die Näherungsbrüche der Reihe nach, jeder einmal und nur einmal, so heißt 
die Reihe semi-normal. Die Lücken einer solchen Reihe können nicht zu groß werden, 
für die Exponenten A, der wirklich vorhandenen Glieder gilt ,<24;_,. — Verff. 
betrachten Kettenbrüche von Reihen, für die jedesmal ,>24;_,| ist. Sie geben Re- 
kursionsformeln für die Koeffizienten und Exponenten des Kettenbruches. Ist c, #0, 
so ist der Kettenbruch absolut regulär, und in der Padeschen Tafel sind alle Felder 
oberhalb der Hauptdiagonale besetzt. Verff. stellen die Kettenbrüche für die aus zwei 
Potenzreihen durch Multiplikation entsprechender Glieder zusammengesetzte, für die 
differenzierte und für die reziproke Potenzreihe auf. — Verff. betrachten die Determi- 

Ci +anch Ogate0y 
nanten =: und w=|: 

Cn++.C9n-1 Cn++.C9n-2 
so ist die Reihe semi-normal. Ist die Reihe absolut regulär, so sind 9,,, Pr,» Yay+ı Yny 
von Null verschieden, wo g, die Summe der n ersten Exponenten mit geradem Index, 
h„ die Summe der n ersten Exponenten mit ungeradem Index sind. Verff. geben 
Formsln für die Koeffizienten des Kettenbruches. Für die Zahlen g und A gilt: 
1=h,<ssh-1l<s,-1<s,-2<=<g,—-2=s-:-.. Sind alle diese Aussagen 
richtig, so ist umgekehrt die Reihe absolut regulär. — Verff. betrachten Kettenbrüche 
der Form f(x) =1+ Regen 2 + 7 an EB en RR 
Ist f(x) an einer einzigen Stelle des Einheitskreises regulär analytisch, so ist f(x) 
meromorph. Verff. geben Bedingungen an, unter denen f(x) den Einheitskreis zur 
natürlichen Grenze hat. Ott-Heinrich Keller (Mürvik). 

Wall, H. S.: Continued fraetions and totally monotone sequences. Trans. Amer. 
Math. Soc. 48, 165—184 (1940). 

Das Kernproblem besteht darin, notwendige und hinreichende Bedingungen für 
die Folge {b,} zu finden, daß die Koeffizienten {c„} der mit dem unendlichen Ketten- 
bruch (1) d,/1 + Ödza/l + bzw/1 + --- korrespondierenden Potenzreihe (2) eg — c% 
+ 098° — ---, eine total monotone Folge bilden (A”c„>0). Zahlreiche Hilfssätze: Aus 
Paitgel+l- mel + tlg tete 
In einer früheren Note (dies. Zbl. 22, 326) von W.T. Scott und H. 8. Wall wurde 
ein Konvergenzsatz bewiesen, dem Verf. folgende Form gibt: Es seien 0<g,<1, 
0=sMm<1l,n>1, und z„ Funktionen von irgendwelchen Veränderlichen. Dann 


k 
gnyergiert ei Maar lt 


gibt es die Padösche Tafel, in der im Felde (m, n) ein Näherungsbruch steht, wo- 


. Sind sie alle von Null verschieden, 
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in || <1, n>1 gleichmäßig. Für |@| wird eine Schranke angegeben, die für 
%=-—1,n=1 erreicht wird. Beziehungen zu einem spezielleren Theorem von van 
Vleck (vgl.O. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, $. 262; B. G. Teubner 1913). 
Hauptsächliche Daslate. Die Folge {c„} ist dann und nur dann eine total monotone 


Momentenfolge b — [ u"d®(u)| einer Verteilung ® mit unendlich vielen Wachstums- 


ö 
stellen, wenn Zahlen ,, 0 << 1,n>1 so existieren, daß 
(3) G- 42 +9” — ol + gel +Hl—g)gRfl+ -- 
mit c,>0 gilt; es ist ferner in diesem Falle 


Acy A%c, 480, 
AT <<<] n20. 


C dc, 
Bei Verteilungen mit m (endlich vielen) Wachstumsstellen gilt: A„>0, Bh >0 für 
n<m, falls ® bei O stetig ist; dagegen A„>0 fürn<m und B,>0 fürn<m, 
falls ® bei O unstetig ist; dabei bedeutet A„ = Det. |ü;;|, B„ = Det. er 
(,7=0,1,...,n). Modifikation des Satzes zu (3) für solche Verteilungen. — Verf. 
wendet sich noch dem Momentenproblem für das Intervall (— oo, 1) zu, und zeigt: 


1 
Wenn „= 1 u"dd(u), n=0,1,2,..., so gilt, Existenz des korresp. Kettenbruchs 


vorausgesetzt, 

Hart — Sollte g)grl+-; 
wo co > 0 und 951-1925 >0, (1 gan-1) (l—9gn-2)>0,n=1,2,3...9,=0 sind. 
Der Fall, wo die durch die Potenzreihe (2) dargestellte, Momente-erzeugende Funktion 
f(x) im Einheitskreise |x| < 1 beschränkt ist, wird noch einer besonderen Betrachtung 
unterzogen. Verschiedene Kennzeichnungen: (a) |/(z)|<1 gilt in |e«|< 1 dann und 
nur dann, wenn der korresp. Kettenbruch die Form 


WON ME ggelt., 0=n=1l nel 
aufweist. (b) Charakterisierung der Beschränktheit auf Grund der Korrespondenz (3) 
mt0o<g„,=<1,n>1. ImFalle0o<gq<1l,n>1 spielt die Konvergenz der Reihe 


1 19a + In ER, 

+ u =a)U- nn...) 
eine entscheidende Rolle. (c) f(x) ist dann und nur dann beschränkt, wenn die Reihe 
Co+Cı +03 + :-- konvergiert; trifft dies zu, so ist die Reihensumme gleich der, 


oberen Schranke im Einheitskreis. (d) f(x) ist dann und nur dann beschränkt, wenn 
es eine beschränkte, monoton nichtabnehmende Verteilung ® gibt, daß die Darstellung 


1 
(1—u)dd(u) 
/(@) -| l1+ru 
0 


gilt. Ist /(z) von der Form (4), also eine in |v] < 1 absolut den Wert 1 nicht über- 
steigende, Momente-erzeugende Funktion, so sind es auch alle Funktionen /, (2), /,(2), .-., 
die durch Anwendung des Algorithmus von J. Schur [J. reine angew. Math. 147, 205 
bis 232 (1916)] aus f(x) hervorgehen. H. Hadwiger (Bern). 

Wall, H. S.: A class of funetions bounded in the unit eirele. Duke math. J. 7, 
146—153 (1940). 

Ist {g,}, #=1,2,...) eine reelle Folge mit 0o<,=<1;v=1,2,..., so stellt _ 
der Kettenbruh g/I+(1- au +1 -g)am/l+.- nD =]; 
n=1,2,...eine Funktion f(x), 2= (z,, %,, . . .) dar, für welche M (f) = lim |f(@) |s1 


ist, wenn nur festgesetzt wird, daß der Kettenbruch, falls ein g„ O oder 1 ist, mit dem 
ersten identisch verschwindenden Näherungsbruch enden soll. Für, #1; v»=1,2,... | 
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oo v 1 
J l Y ich 1. All- 
| 1 > = ; ‚ sonst gleic 


R pgı(l — 91) 
gemeiner gilt für x € D die Abschätzung |/(x) Treo =]- pri = FR} (1) 
mit p=G@(gg, 95, ...) (2), wenn @(g1, 92; 93; ---)= M(f) ist. — Diese Ergebnisse ver- 
wendet Verf. insbesondere zur Herleitung von Abschätzungen für die Momente-erzeu- 


1 
dd (u) 
1+zu 


ll Le te 


(3), wobei D(u) eine n0O<u=sl 


genden Funktionen von der Form f(x) = f 


0 . 
beschränkte und nicht abnehmende monotone Funktion ist. Mit E soll die Klasse 


derjenigen dieser Funktionen bezeichnet werden, für die M(f) = lim |/ (z)|<1 ist. 


Eine Funktion (3) läßt sich dann und nur dann durch einen Kettenbruch 
niA+Al-gmgelt 
mit 0<,<1;n=1,2,... darstellen, wenn sie zur Klasse E gehört. Für solche 
Funktionen gelten außer (1) noch die Abschätzungen 
win 1-9 | glg) I2|s1, 


l+z/f@a) 1-g@gl 1-gg ’ 
1—r? 1l— I 
f(x) — = — En zu a ‚, R)=-7z und 
A+a)fla) 91 zum) meer 
Ir let Tel g) 2 


wobei pdurch (2) gegeben ist undg=@(1— 9, 1-93, ...)‚,r=@(93, 1— 93,94, 1-95 --- 
und s=@(l — 9,93, 1— 9a 95; - - .) ist. Ist /,(z) eine nicht zu E gehörige Funk- 
tion (3), so läßt sie sich in der Form f(x) = f,(0)/[1 + xf(x)] schreiben, worin f(x) 
eine Funktion aus Z ist. Vgl. auch die Arbeiten H.L. Garabedian, W. J. Scott 
und dem Verf. in den Trans. Amer. Math. Soc. 47, 155—172 (1940); dies. Zbl. 22, 326; 
48, 165—184 u. 185—207 (1940); dies. Zbl. 24, 106 und vorsteh. Ref. Lammel. 


Levine, B.: Sur certaines applications de la serie d’interpolation de Lagrange dans 
. la thöorie des fonetions entieres. Rec. math. Moscou, N.s. 8, 437—451 u. franz. Zu- 

sammenfassung 452—454 (1940) [Russisch]. 

Die Lagrangesche Interpolationsreihe entsteht als unmittelbare Erweiterung der 
von Lagrange gegebenen Gestalt des Interpolationspolynoms; sie beruht auf einer 
Verschränkung von Weierstraß’ Produktentwicklung und Mittag-Lefflers Partialbruch- 
satz, indem erstens ein kanonisches Produkt F(z) mit den Knoten (Interpolationsstellen) 
@d,— oo als Nullstellen, zweitens eine Partialbruchreihe der Form @ (2) = Fü en Ei 
gebildet wird, worauf F(z) -@(z) an den Knoten a, gleich b„ wird. — Verf. greift die 
funktionentheoretische Klärung der Brauchbarkeit dieser Interpolationsmethode an. 
Für den Theoretiker erweist sich dabei die Lagrangereihe als schmiegsamer und weiter- 
hin anwendbar, als die (funktionentheoretisch ja eingehend untersuchten) speziellen 
Reihen, welche durch Verallgemeinerung der klassischen Interpolationsformeln von 
Newton, Stirling, Bessel, Gauß entstehen; diese sind durch die Festlegung der 
Knoten auf die Folgen + n oder + n zu sehr behindert, und nur für (funktionen- 
theoretisch) sehr enge Funktionenklassen ausreichend. — Verf. läßt nun als Knoten- 
mengen {a„} Mengen von recht großer Allgemeinheit zu, derart, daß die genaue Schätzung 
des kanonischen Produkts in Abhängigkeit vom Argument @ = arg z gelingt, und daß 
nicht durch zu nahe benachbarte Pole Störungen bei der Partialbruchreihe eintreten 
können. Er spricht dann von R-Mengen. Die erste Forderung deckt sich mit der 
auch von Pfluger in anderm Zusammenhang behandelten Meßbarkeit einer (Null- 
stellen-) Verteilung (dies. Zbl. 21, 238), die zweite ist von J. M. Whittaker mehr- 
fach behandelt worden (z.B. dies. Zbl.13, 27); Verf. schließt solche Erscheinungen 
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durch einfache Zusatzannahmen ganz aus. — Jeder R-Menge wird durch ihr kanonisches 
Produkt F(2) eine über (den Grenzexponenten bzw.) die Wachstumsordnung o hinaus- 
gehende Kennzeichnung durch den Strahltypus (Indikator des Wachstums) 

lg) — Im alte) 
zugewiesen. Ein wichtiger Hilfssatz erweist log|F’(a„)| - H(arg a,)|a,|®. Stetigkeit und 
Konvexität von H(g) führen dann, zusammen mit der Kennzeichnung des asympto- 
tischen Verhaltens des kanonischen Produkts F(z) durch den Strahltypus zu folgenden 
Aussagen: 1. Sind die zu den Knoten a, vorgeschriebenen Interpolationswerte b, nicht 
zu groß, genauer log!d,| < {H(arga,) — la, |e, (> 0) 
so zeigt die Lagrangereihe innerhalb der endlichen Ebene gleichmäßig konvergente 
Reste. 2. Die Voraussetzung ist insbesondere erfüllt, wenn es sich um die Darstellung 
einer ganzen Funktion (2) einer Wachstumsordnung <e und vom Strahltypus 
h(p) <H(p) für alle @ handelt; jede solche Funktion wird eindeutig durch die 
Lagrangereihe 6(a,)F (z) 

> F’ (a,) (z Q,) 

dargestellt. 3. Eine Kombination mit dem Phragmön-Lindelöfschen Ideenkreis erlaubt 
es, die Beziehung A(p) < H(p) nur auf k>2[e] Halbstrahlen vom Winkelabstand 
<z:0 zu fordern — woraus sie allgemein folgt. 4. Daraus endlich fließt in weiter 
Ausdehnung spezieller Aussagen von Pölya, Frl. Cartwright, GanapathyIyer und 
Levinson (dies. Zbl.16, 265; 18, 224) ein Satz über das Konstantsein einer ganzen 
Funktion: Ist #(z) in der R-Folge {a,} beschränkt, und erfüllt es in bezug auf den Strahl- 


typus H (p) der Menge a, die obige Phragm£n-Lindelöf-Forderung, so ist 0 (2) = konst.— _ 


Wie bei allen Untersuchungen dieser Art bedingt ganzzahliges o eine einschränkende 
Sonderbehandlung (Symmetrieforderung). Ullrich (Gießen). 

Hibbert, Lueien: Sur les faisceaux de eourbes V = const. des fonetions entieres. 
C. R. Acad. Sci., Paris 209, 783—786 (1939). 

Die Aussage, daß jede ganze Funktion Zielwege zum Zielwert oo zeigt, wird im 
Rahmen der Untersuchung des Verf. über Schicht- und Fallinien ganzer Funktionen 
(z. B. dies. Zbl.23, 404) etwas schärfer gefaßt und die Verschärfung an dem Iversen- 
schen Beispiel .(e — 1 — 2):z belegt. Ullrich (Gießen). 

Levinson, Norman: An integral inequality of the Phragmen-Lindelöf type. J. Math. 
Physics, Massachusetts Inst. Technol. 20, 89—98 (1941). 

Während der klassische Phragmen-Lindelöfsche Satz auf dem Rande der betrach- 
teten (z.B. rechten) Halbebene $ die Beschränktheit von |/(2)| selbst voraussetzt, 
in 9 Regularität und ein Höchstwachstum (Minimaltyp der Ordnung 1) fordert und 
daraus auf die Beschränktheit von |/(z)| auch in 9 schließt (so daß die Randschranke 
auch in $ verbindlich ist), ersetzt der Verf. in den Beschränktheitsannahmen und 
-aussagen die Funktion durch Halbstrahlintegrale: Ist für ein p >O 


fit£röper<M uwdinH |f@| set"! 
ö 
(also: Normaltyp der Ordnung 1), so folgt für alle |0| =; 
[\ite®)Par <M. 
f) 1 


Natürlich gilt die Übertragung auf beliebige Winkelräume wie im Phragmen-Lindelöf- 
schen Satze selbst. Ullrich (Gießen). 

Schaeffer, A. C., and G. Szegö: Polynomials whose real part is bounded on a given 
eurve in the complex plane. Amer. J. Math. 62, 868—876 (1940). 


Ist der Realteil eines Polynoms n-ten Grades in z auf einer geschlossenen Jordan- 


kurve T’(aus endlich vielen analytischen Bögen) beschränkt, |Rr@)|<=1, so kann 


5 er 
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für alle 2, von I’ die Ableitung |x’(z,)|< An®, 
und für alle Paare z,, 2, des abgeschlossenen endlichen Bereichs ®r die Schwankung 
If) — F)| < Alogn n>]) 
geschätzt werden. Dabei ist & der äußere Winkel von I’ im Punkte z, (es wird 
0<&<2 durchweg vorausgesetzt) und A eine von /' und z, bzw. nur von J' ab- 
hängige Konstante. Der Beweis wird auf konforme Abbildung (Randverhalten) ge- 
stützt. Einfachere Fälle sind von 8. Bernstein und G. Szegö [z. B. Math. Z. 23, 45 
(1925) und Königsberger gel. Ges., Naturwiss. Kl. 59 (1928); sowie dies. Zbl. 15, 401] 
gegeben worden. Die Größenordnung der Schranken ist fürn — oo genau. Ullrich. 
Robinson, Raphael M.: On the mean values of an analytie funetion. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 849—851 (1940). 
1. Sei /(z) regulär analytisch im Einheitskreise; es bezeichne 


2n 
1 i ee 
Kl, = 5 | Ir r)Pdp. (p positiv, ganz) 
0 


Dann folgt aus u,(,)<1 für aller <1, u,(r, )=1 für aller <]1 :Yp; diese Ein- 
schränkung der r kann nicht allgemein gelockert werden. Der Sonderfall p = 2 mit 
ungenauer Schranke für r war von Nehari behandelt (dies. Zbl. 19, 69). Der Beweis 
wird erst auf den Fall nullstellenfreier Funktionen /(z) zurückgeführt, für diese 
h(2) = (2) =») a„2” mit h(2)P = I) ©,2” durch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
verknüpft, wobei p durch die Variationszahlen hereinkommt. 2. Ist der Mittelwert 
von f(z) längs jedes Radius des Einheitskreises< 1, soauch a, (r, ) <1und s(r, )<1 
fürr<}. Auch diese Aussage war für p=1 von Nehari angeschnitten, aber mit der 
entbehrlichen Annahme f(0) =0 belastet (dies. Zbl. 21, 142). Ullrich (Gießen). 

Nehari, Zeev: Sur la deformation de la frontiere par les fonetions univalentes 
eonvexes. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 781—783 (1939). 

w=f(@)=2-+ a2? + --- sei in |2|< 1 schlicht und konvex. Bei |p, — |< 
gilt: |”) — Hem)|=tg 9 7®]. Gleichheit tritt bei /(e) = ;—- ein. Wittich. 

Spencer, D. C.: On distortion in analytie transformations. J. Math. Physics, Massa- 
chusetts Inst. Technol. 20, 124—126 (1941). 

Voranzeige ohne Beweise, über einige Erweiterungsversuche um den Verzerrungs- 
satz: 1. It w=f(z2)=2-+ a2? + --- im Einheitskreis regulär, und wird w = 0 nur 


einblättrig überdeckt, so bleibt fin = > er sofern wenigstens ein Punkt von |v| = C 
unbedeckt ist; für O kann der Wert 13 gesichert, aber jedenfalls im Falle 3a (s. unten) 
ein viel kleinerer Wert (nahe bei 4) für wahrscheinlich gehalten werden. 2. Ist zudem 
{(2) beschränkt, |/(z)|< M in |2|<1, so bleibt 

Jarg/(re!®)| < 7 1ogOM -log; I— +0o(). ((<r<i|) 


3.n(w) sei die Zahl der w-Stellen von f(z) in |a|< 1. Es wird der Begriff der „mitt- 
leren Schlichtheit‘ (mean 1-valency) durch die Forderung 


R n 
(38) [rwaarı <nR? für alle R>0, mit p(R)= gm [riRe rad 
0 _-n 
eingeführt, und die „scharfe mittlere Schlichtheit‘“ durch 
R 
(3b) [nRe daR) < mr. für alle R> 0 
0 


Für diese Funktionenklasse soll, wie bei den schlichten Funktionen selbst, d> } gelten 
und = bei derselben Schlitzabbildung wie dort; für jene erörtert der Verf. (ohne etwas 
beweisen zu können) || <2. Ullrich (Gießen). 


| 
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Speneer, D. C.: On a theorem of Rengels. J. Math. Physics, Massachusetts Inst. 
Technol. 20, 118—123 (1941). 

Rengel zeigte in seiner Dissertation, daß eine schlichte, und durch f(0) = 0, 
[/‘(0)| = 1 normierte Abbildung eines Kreisbogenschlitzgebiets (Einheitskreis mit kon- 
zentrischen Kreisbogen als Schlitzen) notwendig fin |/(@)| >1 hervorbringt, sie sei 


denn eine Drehung. — Verf. verallgemeinert diese Aussage auf die Klasse der Funk- 
tionen mit „mittlerer Schlichtheit‘‘ (vgl. vorstehendes Referat, 3a). Er macht einige 
Bemerkungen über die Bedeutung der Beweismethode (Grötzsch-Ahlforssche Anwen- 
dung von Schwarz-Ungleichung!), ordnet eine Zahl von Sonderfällen im Schrifttum 
in seinen allgemeineren Satz ein und gibt schließlich ein hübsches Beispiel. Ullrich. 

Tsuji, Masatsugu: A theorem on eonformal representation. Jap. J. Math. 17, 
97—108 (1940). 

Beweis folgender Tatsache: €, und € seien streckbare Jordankurven, die w = 0 
einschließen; es streben €, — & im Sinne von Fr&chet und ebenso die Längen ,>L. 
Für die Abbildungsfunktionen w = f„(2), w= f(z), welche die von den @,,€ be- 
randeten Gebiete aus dem Einheitskreis |2] < 1 erzeugen, und die zu /„(0) = /(0) =0, 
1„(0) >0, f(0) >0 normiert seien, gilt dann 


2 
‚im fen - Menlap=0, 
0 
wo die Ableitungen ebenso als längs |z| = 1 gebildet oder als Grenzwerte lim fire?) 
T 


verstanden werden können. Die Beweisgedanken berühren sich mit denen eines klassi- 
schen Randabbildungssatzes von F. Riesz, dessen (im Original nur skizzierter) Beweis 
hier einleitend ausgeführt wird. Endlich wird gezeigt, daß man (für ö, e > 0) jede im 
Innern einer geschlossenen streckbaren Kurve & beschränkte Funktion F(z) durch ein 
Polynom P(z) so annähern kann, daß 


ro — P(oPlatl<e 


wird. F(£) ist als der (fast überall vorhandene) Grenzwert für nichttangentielle An- 
näherung z2—[ auf & verstanden. Ullrich (Gießen). 

Küstner, Herbert: Zur Kontinuitätsmethode in der Theorie der konformen Ak- 
bildung. Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 92, 51—72 (1940). 

Koebe skizzierte in seiner zusammenfassenden Darstellung ‚Wesen der Kon- 
tinuitätsmethode‘ [Deutsche Math. 1, 859879 (1936); dies. Zbl. 16, 65] u. a. die Lö- 
sung der Spitzenpolygonaufgabe nach der Methode der abgeschlossenen Kontinua. 
Verf. führt nun diese Aufgabe in allen Einzelheiten durch. Nach der Beweisanordnung 
von Koebe erfordert die vollständige Lösung die Behandlung der folgenden Teilauf- 
gaben: Ausgangstheorem, Unitätssatz, Stetigkeitssatz und Vollständigkeitssatz. Die 
Beweise stützen sich auf potentialtheoretische Hilfsmittel. Bemerkungen zu Schläflis 
Versuch eines Kontinuitätsbeweises (Abbildung gradlinig begrenzter Polygone). 

, Wiütich (Göttingen). 

Nevanlinna, Rolf: Ein Satz über oifene Riemannsche Flächen. Ann. Acad. Sci. 
Fennicae A 54, Nr3, 1—18 (1940). 

Das Typenproblem der Riemannschen Flächen wird aufgefaßt als dıe Frage nach 
dem (harmonischen) Maß der Idealen Berandung der Fläche; es wird so in die Kapa- 
zitätstheorie eingebettet. Die Ergebnisse umfassen das allgemeine Wittichsche Typen- 
kriterium und einige andere bekannte Aussagen der Typentheorie ebenso, wie sie-mehrere 
seit einiger Zeit vermutete Kapazitätsprobleme beantworten. Der Beweis ruht auf ein- 
fachster Anwendung des schon vielfach bewährten Grundschemas: „Länge-Schwarz- 
sche Ungleichung—Flächeninhalt“. — Zu betonen ist, daß Nevanlinna an die Spitze 
eine Fassung der Definition einer Riemannschen Fläche stellt, welche von der meist 
gebräuchlichen etwas abweicht; sie kommt den Wünschen des Funktionentheoretikers 
entgegen und darf wohl auf bevorzugte Anwendung rechnen. Ullrich (Gießen). 
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Valiron, Georges: Sur ıe domaine couvert par les valeurs d’une fonetion algebroide 
finie. Bull. Sci. math., II. s. 64, 199—206 (1940). 

Bei ganzen Funktionen folgt aus dem Blochschen Satz für |j2|<=r die Existenz 
schlichter Bildscheiben in der erzeugten Riemannischen Fläche, deren Radius go (r) mit r 
unbegrenzt wächst. — Valiron hatte eine Anzahl paralleler Aussagen für polfreie 
Algebroide erzielt [Proc. Phys.-Math. Soc. Jap. (3), 12 (1930)]. — Er behandelt jetzt 
orientierend die Frage, in welcher Form etwa auch der Blochsche Satz selbst auf pol- 
freie, k-deutige Algebroiden im |2| < 1 übertragen werden könne. Schon am Beispiel 
k = 2 vermag er zu zeigen, daß nicht mehr auf die Existenz schlichter Scheiben eines 
festen Mindestradius geschlossen werden kann. Wohl aber gilt in diesem Falle eine 
Wertevorratsaussage derart: zu jedem e < 1 gibt es ein b,(0) > 0, so daß eine Scheibe 
vom Radius > b,(o) (schlechthin) überdeckt wird. Das entspricht den Landauschen 
Aussagen im Zusammenhang mit der „Weltkonstanten‘“ 2 an Stelle von ®. Ullrich. 

Grunsky, Helmut: Eindeutige beschränkte Funktionen in mehrfach zusammen- 
hängenden Gebieten. 1. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 50, Abt. 1, 230—255 (1940). 

Es werden drei Sätze aufgestellt, welche als Übertragungen des Schwarzschen 
Lemmas, des Satzes von Julia und des Satzes von Löwner auf den Fall eindeutiger 
Funktionen in (n-+1)-fach zusammenhängenden Gebieten @,;ı anzusehen sind. Die 
Fassung wird so gegeben, daß es sich zugleich um die Aufstellung jener Funktionen 
handelt, welche @,,, ineinn + 1-fach bedecktes Grundgebiet (Einheitskreis, Halbebene, 
Streifen) abbilden. Die Abbildungsfunktion löst wie im Falle n—=0 eine Extremal- 
aufgabe. (Es wird angenommen, daß G,„,, keine punktförmige Randkomponente habe.) 
Für den Beweis des II. und III. Satzes (Satz I ist hier noch unbewiesen) wird die 
Extremumsbedingung entscheidend ausgenutzt. Ullrich (Gießen). 

Khajalia, 6.: Sur la th&orie de la repr&sentation eonforme des domaines doublement 
eonnexes. Rec. math. Moscou, N. s. 8, 97—105 u. franz. Zusammenfassung 105—106 
(1940) [Russisch]. 

Das Gebiet © habe zwei Randkontinuen, (@, innen, C, außen, die beide den 
Ursprung umschließen. In © wird die Schar der regulären Funktionen f(z) = u + iv 
betrachtet, die durch 


(T) lim Pludv— du =, (I) Im, hi EN 
Y & 


e>5 © 


normiert sind; & bezeichnet eine Kurve in & nahe €, und nicht homolog 0. — Es wird 
die Funktion der Schar gesucht, welche 


(II) [f\r@]do. (do = Flächenelement) 
(6) 


zum Minimum macht. Für &=Kereisring 1< |2|< R tritt das nur bei Schiebungen ein, 

für beliebige © obiger Art bei der normierten Abbildungsfunktion, welche & einem Kreis- 

ring zuordnet (R = Modul von &). — Ist nun ® ‚„‚von außen erreichbar“ (d. i.: Kern 

einer monotonen Folge zweifach zusammenhängender Gebiete &,> &,41D:::>6®), 

so folgt wegen der Konvergenz der zugeordneten Moduln R, ) R aus dem Rungeschen 
n 


+ 
Satz, daß für geeignete (normierte) rationale Funktionen P,(z) = I a,2” das Inte- 


_n 

gral (III) dem Minimum z(R? — 1) beliebig nahekommt. — Insbesondere gibt es 
für jedes n eine ausgezeichnete rationale Funktion q,(2) dieser Bauart mit kleinstem 
Integralwert unter allen P„(2). Diese Folge q„(z) konvergiert innerhalb & gleich- 
mäßig gegen die Abbildungsfunktion. — Die Bestimmung jedes q,(z) gelingt grund- 
sätzlich durch Lösung eines linearen homogenen Gleichungssystems mit 4n — 1 
Unbekannten (die im wesentlichen durch die Real- und Imaginärteile der a, bestimmt 
sind; (II) und Ausschaltung der Schiebung, a, = 0, bedingt 4n — 1). Genauer handelt 
es sich um das Minimum einer quadratischen Form unter einer Nebenbedingung 


. 
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(welche aus III bzw. I durch Einführung von P?,(z) entstehen). (Vgl. dazu auch die 
Arbeit des Verf.[dies. Zbl. 16, 407], bes. für A} R,.) Ullrich (Gießen). 

Bergman, Stefan: The visualization of domains of the theory of functions of two 
complex variables. J. Math. Physics, Massachusetts Inst. Technol. 20, 107—117 (1941). 

Verf. beschreibt ein Verfahren zur Veranschaulichung vierdimensionaler Bereiche, 
das ihm bereits wertvolle Dienste geleistet hat. Die vierte Koordinate wird als Zeit- 
koordinate ? gedeutet; dann erscheint ein vierdimensionaler Bereich als Film, dessen 
einzelne Bilder aus den dreidimensionalen Schnitten des Bereiches mit den Hyper- 
ebenen 2=const. bestehen. Zur Erläuterung wird der wichtige Begriff der „aus- 
gezeichneten Randfläche“ („Maximumfläche‘‘) erklärt und hieraus eine Verallgemeine- 
rung des Schwarzschen Lemmas hergeleitet. Auf weitere Anwendungsmöglichkeiten 
(z. B. Übertragung der Cauchyschen Integralformel) des Begriffs der Maximumfläche 
wird hingewiesen. Vgl. hierzu die folgenden Arbeiten des Verf.: Jber. Deutsch. Math.- 
Vereinig. 42, 238—252 (1933); dies. Zbl. 8, 169; Math. Z. 39, 76—94, 605—608 (1934); 
dies. Zbl. 9, 262; 10, 310; Rec. math. Moscou, N. s. 1, 851—861 (1936); dies. Zbl. 16, 
170; Compositio Math. 6, 305—8335 (1939); dies. Zbl. 20, 379. Rothstein. 

Cartan, Henri: Sur les matrices holomorphes de n variables eomplexes. J. Math. 
pures appl., IX.s. 19, 1—26 (1940). 

Als Vorbereitung zum Studium der Ideale der analytischen Funktionen von n Ver- 
änderlichen, das für eine spätere Arbeit angekündigt wird, untersucht Cartan die 
quadratischen Matrizen, deren Elemente analytische Funktionen sind und deren Deter- 
minante nicht verschwindet (kurz: umkehrbare analytische Matrizen). In dieser Be- 
sprechung seien Z, und Z, Polyzylinder des R,„, deren Projektionen Kreise sind (C. be- 
handelt sehr allgemeine Klassen von Zylinderbereichen) und bis auf eine überein- 
stimmen; D sei ihr Durchschnitt und M ihr Vereinigungsbereich. Nach einleitenden 
Betrachtungen wird zunächst der Hauptsatz bewiesen: „Jede über D analytische 
umkehrbare Matrix A ist darstellbar in der Form A= A/!-4A, (Matrixprodukt), 
wobei A, bzw. A, über Z, bzw. Z, analytische umkehrbare Matrizen sind.‘ Dies ist 
die keineswegs triviale Verallgemeinerung eines Satzes, der beim zweiten Cousinschen 
Problem (auffaßbar als Theorie der Ideale, deren Basis in jedem Punkte aus einer 
einzigen Funktion besteht) eine große Rolle spielt. — Sind nun %, bzw. %, Ideale 
über Z, bzw. Z, analytischer Funktionen je mit endlicher Basis (ff?) bzw. (9) @=1, ..., p) 
und gibt es ferner eine über D analytische umkehrbare p-zeilige Matrix A derart, daß 
(P) = A(fP) gilt [d.h. (/P) wird mittels A in (ff?) transformiert], so folgt aus dem 
Hauptsatz, daß es für %, und ‘% eine gemeinsame Basis aus über M analytischen 
Funktionen gibt, nämlich die Funktionen A,(f)) = 4,(fP). Allgemein gilt: „$, mit 
der Basis (/®) und 3, mit der Basis (/) @=1,...p; k=1,...,g) besitzen dann 
und nur dann eine gemeinsame Basis aus über M analytischen Funktionen, wenn sie 
über D dasselbe Ideal %* erzeugen.“ Zum Beweise, daß diese Bedingung genügt, wird 

— gezeigt: „Besitzt ein Ideal % über einem Polyzylinder Z die Basis (g/”) und die Basis 
(g9®) und ergänzt man (gf?) durch g-maliges, (9°) durch p-maliges Hinzufügen der 
Funktion Null je zu einer (p + g)-gliedrigen Basis (9{”) bzw. (9) (e=1,2,..,.9 +9), 
so lassen sich (9°) und (g$°) mittels einer über Z analytischen umkehrbaren Matrix A 
ineinander überführen, d.h. (g®) = A(g%’).“ — Merkwürdigerweise kommt man, 
auch wenn p = g ist, im allgemeinen keineswegs ohne das Hinzufügen der Funktion 
Null aus. Der unmittelbare Übergang, ohne Hinzufügen der Null, von einer Basis 
zur anderen ist im Falle p = g sicher möglich, wenn die Basiselemente über Z keine 
gemeinsamen Nullstellen haben. Er ist ferner, falls p = q = 2 ist, stets durchführbar, 
wenn die gemeinsamen Nullstellen der Basiselemente eine (2n — 4)-dimensionale ein- 
fach-zusammenhängende Mannigfaltigkeit bilden. Ist hier die Nullstellenmannigfaltig- 
keit nicht einfach-zusammenhängend, so gilt die Aussage nicht mehr, wie an einem 
Beispiel gezeigt wird. Offenbar sind also die Bedingungen für die Möglichkeit des 
unmittelbaren Übergangs rein topologischer Natur. _ Rothstein (Göttingen). 


Klassische theoretische Physik. 


Kärmän, Theodore von: The engineer grapples with nonlinear problems. Bull. 
Amer. Math. Soc. 46, 615—683 (1940). 

Bei den nichtlinearen Problemen, die mit zu seinen wichtigsten gehören, ist der 
Ingenieur heute noch weitgehend auf sich selbst angewiesen. Die vorliegende Vortrags- 
reihe gibt einen aufschlußreichen Überblick über die hierbei zur Anwendung kommenden 
analytischen Methoden in Verbindung mit einer Auslese der wichtigsten und auch vom 
mathematischen Standpunkte interessantesten Probleme, die hier nur durch ihre Titel 
gekennzeichnet werden können: Nichtlineare Schwingungen, d. s. Schwingungen mit 
nichtlinearer Dämpfung und Rückstellkraft: selbsterregte (Relaxations-) und sub- 
harmonische Schwingungen. — Große Durchbiegungen in der Elastizitätstheorie, vor 
allem von Stäben und Platten bei Überschreitung der Knick- und Beullasten, und 
allgemeine Ansätze für den Fall dreier Dimensionen. — Gleichgewichtsprobleme pla- 
stischer und nichtkohärenter Massen (Erddruck). — Ferner nichtlineare Probleme der 
Hydrodynamik, und zwar: a) für reibungsfreie und unzusammendrückbare Flüssig- 
keiten; b) zähe, unzusammendrückbare, und c) reibungsfreie, zusammendrückbare 
Flüssigkeiten. Aus der Gruppe a) werden vor allem die Strömungen von Flüssigkeiten 
mit freier Oberfläche und die Wellen mit endlicher Amplitude, von b) die Prandtlsche 
Grenzschichttheorie und von c) die Strömungen mit Überschallgeschwindigkeit be- 
sprochen. — Das Turbulenzproblem, das noch keine eindeutige Formulierung im Sinne 
der hier erfaßten erfahren hat, wird nicht behandelt. Th. Pöschl (Karlsruhe i. B.). 


Mechanik: 
Caldirola, P.: Su aleune relazioni fra le proprietä geometriche di una V,„ e la dina- 


miea delle particelle. Atti Accad. Italia, VII. s. 1, 19—23 (1939). 
Die Differentialgleichung für den Einheitsvektor A, einer Y„_ ,-normalen und geodäti- 


schen Kongruenz lautet ! 
d = Wy=G h=ga 
oder auc de _ OH, dl, DIOR, EN 1 BR 
s 0m ds Gm’ BR 
und es ist of of 
a, = 343,0. 
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Diese Gleichungen sind die „Hamilton-Jacobischen Gleichungen“. Es wird auf die 
Beziehungen zwischen diesen geometrischen Eigenschaften und der Dynamik einer 
Partikel hingewiesen. J. Haantjes (Amsterdam). 
en Ars Gino: Sui sistemi anolonomi. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 73, 367—374 
Verf. behandelt dynamische Systeme, deren n generalisierte Koordinaten g; ge- 
wissen s nicht holonomen, in den 9; linearen Bindungsgleichungen unterworfen sind. 
Führt man, wie üblich, an Stelle der g; neue Veränderliche e; ein, so daß die s Bindungs- 
gleichungen die Gestalt ,_,42.=0 (k=1...s) annehmen, so lassen sich die % 
linear durch die e, («=1...n— s) ausdrücken, und man erhält die Bewegungs- 
gleichungen in der von Maggi angegebenen Form. Verf. nimmt an, daß die generali- 
sierten Kraftkomponenten ein Potential haben, und daß das System skleronom ist, 
dann tritt die Zeit nicht explizit in der Lagrangeschen Funktion Z auf. Für ein solches 
System erhält man das Energieintegral H = konst. Bezeichnet man die Lagrangesche 
Funktion, in der die 9; durch die e, ausgedrückt sind, mit Z, so hat H die Gestalt 


N RE 
OL 5, A EN HR, 
H= >> 6, a L. Ist die kinetische Energie des Systems eine quadratische Form 
1 


der e, mit konstanten Koeffizienten, und sind in einem Zeitpunkt ti, mit Ausnahme 
von eg sämtliche e, Null, so ist während des weiteren Bewegungsablaufes, wie der 
[ 
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Verf. zeigt, Er e, = konst. Als Anwendung behandelt der Verf. skleronome Systeme, 


die Reibungskräften unterworfen sind, die den generalisierten Impulsen proportional 
sind. Zum Schluß zeigt der Verf., daß bei rheonomen Systemen die Determinante 


2a 
EIFEL verschwinden muß. Rossbach (Karlsruhe)., 


Blackall, Clair J.: On volume integral invariants of non-holonomie dynamieal 
systems. Amer. J. Math. 63, 155—168 (1941). 

Es werden hinreichende Bedingungen für die Existenz eines strömungsinvarianten 
Volummaßes für nichtholonome dynamische Systeme aufgestellt. Eine Reihe von Bei- 
spielen wird diskutiert. E. Hopf (Leipzig). 

Neronoff, N.: Sur une extension de la loi de l’attraetion de Newton. Commun. Inst. 
Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV.s. 17, 35—42 u. 
franz. Zusammenfassung 42—43 (1940) [Russisch]. 

En admettant des forces attractives, derivant d’un potentiel de la forme 

U = imm, (> +3 =: a x ee ), 
oü o designe la distance entre les masses m, et m,, et oü4, u, ..... sont des constantes, 
l’auteur &tudie le mouvement d’un point materiel de masse m autour du soleil au 
voisinage des conditions initiales, d&terminant des orbites circulaires. Il est amene 
ainsi & une &quation pour les variations de la forme 


d?x A 
ga t?=yr +a2°+---, 


etudiee par Horn. Dans le cas de u=fm,m, (> + 2) il signale l’existence d’orbites 
fermöes. ee Kyrille Popo/f (Sofia). 

Mineo, Corradino: Forma d’un pianeta dedotta dai valori della gravitä in super- 
fieie. 2. Atti Accad. Italia, VII.s. 1, 109—113 (1940). 

In Fortsetzung früherer Untersuchungen des Verf. zur Bestimmung der Gestalt 
von nahezu kugelförmigen Himmelskörpern, auf deren Oberfläche die Schwerkraft g 
in Form einer Entwicklung nach Laplaceschen Kugelfunktionen vorgegeben ist, wird 
dasselbe Problem für den Fall behandelt, daß g gewissen Verträglichkeitsbedingungen 
genügt, sowie daß g versuchsmäßig gegeben ist. Garten (Dessau). 

Chiara, Lueiano: Sulla determinazione della forma d’un pianeta, nota la gravitä 
in superfieie. Atti Accad. Italia, VII.s. 1, 245—250 (1940). 

Im Anschluß an eine Arbeit von Mineo [Forma d’un pianeta, dedotta dai valori 
della gravitä in superficie. Rend. della R. Accad. Naz. dei Lincei 29, 529—535 (1939); 
dies. Zbl. 22, 275] behandelt Verf. das Problem, die Gestalt eines Himmelskörpers 
aus den an seiner Oberfläche gegebenen Werten der Schwere zu bestimmen, für den 
Fall einer der ruhenden Kugel benachbarten Gleichgewichtsfigur. Wie Mineo benutzt 
er die Methode der schrittweisen Näherungen, führt aber das Problem auf ein anderes 
System von zwei Integrodifferentialgleichungen zurück als Mineo und gelangt so zu 
Bedingungen für die vorgeschriebenen Funktionswerte der Schwere, damit die Existenz 
und Eindeutigkeit der Lösung sichergestellt ist. Ferner wird das Problem bei Verzicht 
auf die Eindeutigkeit der Lösung untersucht und die formale Lösung für jeden Fall 
angegeben. Garten (Dessau). 

Krall, Giulio: Una nuova teoria eosmogoniea fondata sul problema degli N+1 
corpi di dimensioni finite e indipendente da ogni speeificazione sulla natura dei fenomeni 
' Plissipativi. Atti Accad. Italia, VII. s. 1, 660—665 (1940). \ 
Krall, Giulio: Un’importante preeisazione analitiea oceorrente per una nuova teoria 
eosmogoniea fondata sul problema degli N+1 corpi. Atti Accad. Italia, VII. s. 1, 
666—668 (1940). a! | 

Verf. betrachtet in diesen beiden Arbeiten den Endzustand, dem sich jedes mecha- 

nische System nähert, wenn Kräfte vorhanden sind, die die Energie in Wärme ver- 
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wandeln. Im Planetensystem haben die Flutkräfte diese Eigenschaft. Dieser End- 
zustand ist bei dem n-Körperproblem eine gleichmäßige Rotation des ganzen Systems 
um eine gemeinsame Achse durch den ‚Schwerpunkt. @G. Schrutka (Hamburg). 

Gareia, Godofredo: Le problöme g&nfral de la balistique ext&rieure. Bull. Sci. math., 
II. s. 64, 82-102 (1940). | 

Verf. versucht, die vektorielle Methode für eine Verallgemeinerung und Diskussion 
des allgemeinen Problems der äußeren Ballistik nutzbar zu machen. Dies geschieht 
im Anschluß an Popoff unter Anwendung der aus der Himmelsmechanik bekannten 
Poincaröschen Integrationsmethode und des Picardschen Verfahrens der schrittweisen 
Näherungen. — Für die erste und zweite Näherung bleibt die Änderung der Dichte 
und Schwere mit der Höhe sowie die Abweichung von der Kugelgestalt des Himmels- 
körpers unberücksichtigt. Die dritte und vierte Näherung wird dagegen unter Berück- 
sichtigung dieses Einflusses abgeleitet. Mit den Ergebnissen von Popoff wird Über- 
einstimmung erzielt und der Zusammenhang mit anderen bekannten Lösungsmethoden 
(Siacci, Bianchi, Didion) hergestellt. Garten (Dessau). 

Lintes, Maior I.: Über die Änderung der ballistischen Trajektorien infolge von Ver- 
lust an Anfangsgeschwindigkeit. Gaz. mat. 46, 289—293 (1941) [Rumänisch]. 

Durch Differentiation bekannter ballistischer Formeln berechnet Verf. die Ab- 
weichungen dz, dy eines Geschosses im Falle einer Verminderung der Anfangsgeschwin- 
digkeit v,. Es wird daraus geschlossen, daß die Abweichungen auf dem absteigenden 
Ast größer sind als auf dem aufsteigenden. Ferner werden die Abweichungen des 
Scheitels in bezug auf die Variation dX der Gesamtschußweite berechnet. 

V. Valcovici (Bucuresti). 

Vahlen, Th.: Über die Wirkung des Luftwiderstandes auf Körper von verschiedener 
Gestalt, insbesondere auch auf die Geschosse. Abh. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. 
1940, 1—20 (Nr 10). . 

Im Anschluß an die klassischen Ausführungen Kummers aus dem Jahre 1875 
(Abh. preuß. Akad. Wiss.) gibt Verf. eine kritische Übersicht verschiedener Versuche 
zur Erklärung der seitlichen Abweichung der Geschosse (Polstereffekt, Magnuseffekt, 
Kreiseleffekt,...). Die Hauptschwierigkeit des Problems besteht in der Bestimmung 
der Resultante des Luftwiderstandes. In Weiterführung der Kummerschen Berech- 
nung des Luftwiderstandes für einen nirgends konkaven Drehkörper, dessen Achse mit 
der Bewegungsrichtung den Winkel & einschließt, gelangt Verf. zu bemerkenswerten 
Gesetzen. Unter den Winkel zwischen Außennormale n des Oberflächenteilchens d« 
und der Flugrichtung verstanden, setzt Verf. an Stelle des Faktors cos?» bei Kummer, 
cos”@ bei Cranz, allgemeiner eine ganze Funktion F(cosw), so daß x - F(cosw)do 
den Widerstand von do darstellt. Für die zwei Widerstandskomponenten W (in Flug- 
richtung), W (senkrecht zur Flugrichtung) 

W= x | F(cosw)coswdo, (® = «x (n, W)) 

= #[F(cosw)coswdo (= x (n, W)) 
teilte Verf. bereits 1919 (Artill. Monatsh. 147) den Satz 1 mit: „W ist eine gerade, 
W eine ungerade Funktion von sin.“ Hier wird beim Vergleich dieses Gesetzes 
mit Versuchsergebnissen eine gute Übereinstimmung festgestellt. Ein weiteres, für die 
konische Geschoßpendelung infolge des Magnuseffektes, wichtiges Gesetz ergibt sich 
aus Satz 1 und lautet: „Bis auf Größen 2. Ordnung in & ist W, = Ws... Zur. 
Zeit t befinde sich der Geschoßschwerpunkt im Bahnpunkt x, y, 2 (x positiv vorwärts, 
y positiv rechts, z positiv aufwärts). Satz 3 und 4 enthalten einen quantitativen Bei- 
trag zum Problem der seitlichen Geschoßabweichung: In erster Annäherung gilt 
. y-t (bzw. y-1?), wenn das Geschoß ungestört (bzw. nicht ungestört) das 
Rohr verläßt. Die demgegenüber qualitative Aussage des Satzes 5: „Das Geschoß 
verläßt das Rohr mit zur Flugrichtung schräggestellter Achse und beginnt 
schon seine Pendelung, bevor noch der Luftwiderstand den Magnuseffekt bewirkt, 


/ 
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also die konische Pendelung in Gang setzt,“ führt zu beachtenswerten Konstruktions- 
maßnahmen, namentlich bei Flakgeschützen. Schließlich wird auf die praktische Be- 
deutung (Ausgleichung der Seitenabweichung durch Schrägstellung des Aufsatzes) des 
folgenden Satzes 6 hingewiesen: „Die Flugbahn ist eine fast ebene Bahn, deren 
Ebene um die Anfangstangente um einen von der Erhöhung unabhängigen 
Winkel gedreht ist.“ Überdies bringt die Schrift wertvolle Auseinandersetzungen 
mit den Anschauungen anderer Bearbeiter des gleichen Problems. Garten. 

Lazzaro, Jole: Sulla piü generale generazione geometrica dei moti alla Poinsot. 
Attı Ist. Veneto Sci. etc. 98, 1—10 (1939). 

En partant des formules gen&rales de Laura que nous pourrions mettre sous la 
forme vectorielle 0° = g/,(0, no) — nf,(0, no), (R = le verseur de la normale du plan) 
et qui donnent les transformations de contact correspondant au groupe des rotations 
d’un solide rigide autour d’un point fixe, l’auteur particularise les fonctions f} et fy 
pour deduire de la representation geometrique de Poinsot d’autres reprösentations. En 
prenant /;, = 0 on obtient la transformation par rayons vecteurs qui mene & la re- 
presentation de Gebbia-Siacci. Pour /, =0 on a la representation de Clebsch et 
MacCullagh. L’auteur &tudie ensuite les transformations qui correspondent & /, =1 
et&/,—=1. Cette derniere se reduit dans un cas particulier & une transformation par. 
rayons vecteurs. On donne Egalement les valeurs de /, et /, qui conduisent & la trans- 
formation apsidale. V. Välcoviei (Bucuresti). 

Agostinelli, Cataldo: Moto di due corpi rigidi pesanti eollegati in un punto e di eui 
uno ha un punto fisso. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 73, 663—678 (1940). 

Verf. untersucht die Bewegung zweier starrer Körper 8, und S,; S, kann sich 
um einen festen Punkt O, $, um einen festen Punkt Q von $, frei und reibungslos 
bewegen. Auf die Körper wirkt die Schwerkraft. Für solche Systeme ist die Gesamt- 
energie und die Komponente des Momentes der Bewegungsgröße in Richtung der 
Schwerkraft konstant. Verf. nimmt an, daß der Schwerpunkt G, von 8, auf der als 
Hauptträgheitsachse angenommenen Geraden OQ liegt, daß auch die Gerade durch @ 
und den Schwerpunkt @, von S, Hauptträgheitsachse ist, und daß schließlich die beiden 
übrigen Hauptträgheitsmomente der beiden Körper jeweils einander gleich sind. Dann 
sind die Winkelgeschwindigkeiten der beiden Körper um 0OQ bzw. QG, konstant. 
Unter diesen Annahmen gewinnt der Verf. vier Integrale der Bewegungsgleichungen;; 
da das System jedoch sechs Freiheitsgrade hat, reichen diese für die Beschreibung der 
Bewegung nicht aus. Sondert man aber die Bewegungen aus, bei denen die Geraden OQ 
und QG, während des Bewegungsablaufes immer in einer durch O gehenden senkrechten 
Ebene liegen und miteinander emen konstanten Winkel « bilden, so läßt sich die Inte- 
gration der Bewegungsgleichungen unter Benutzung der vier angegebenen Inte- 
grale durch Quadraturen erledigen. Verf. diskutiert eingehend die für konstantes 
&(& =0,& = 0) möglichen Bewegungsformen. Rossbach (Karlsruhe)., 

Kimmel, A.: Die freien Massenkräfte des- Sternmotors. Ing.-Arch. 11, 424431 

1940). 

Es Sternmotoren mit mittelbarer regelmäßiger Nebenpleuelanlenkung (gleiche 
Anlenkhalbmesser, Anlenkwinkel gleich den zugehörigen Zylinderwinkeln) wurden bis- 
her nur die Massenkräfte erster und zweiter Ordnung untersucht. Verf. zeigt, daß die 
Kräfte dritter und höherer ungerader Ordnung allgemein verschwinden und berechnet 
die Kräfte vierter Ordnung, die in der Regel bereits sehr klein werden. Collatz. 


Elastizität, Akustik: 
Grieli, 6.: Una proprietä di minimo nella einematiea delle deformazioni finite. 
Boll. Un. Mat. ital., II.s. 2, 452—455 (1940). 
Für die „lokale Abweichung“ (divario locale) zweier endlicher Verschiebungen $, 5” 
wird die Ungleichung bewiesen 
[IroPrac, = tseldi+ 44 A), 
je 15* 
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worin Q,Q' die Punkte sind, in die ein in einer kleinen Kugel (c;) vom Halbmesser o 
gelegener „erzeugender Punkt‘ Q, durch die beiden Verschiebungen 8,5’ gelangt, und 
A,, As, Az die Hauptdilatationen für den Mittelpunkt dieser Kugel sind. Das Gleich- 
heitszeichen gilt nur, wenn der Rotor der endlichen Verformungen sich auf die Identität 
reduziert. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Volterra, Vito: Energia nei fenomeni elastiei ereditari. Acta Pontif. Acad. Sci. 4, 
115—128 (1940). 

Es wird der Zusammenhang der Nachwirkungs- oder Vererbungserscheinungen 
(fenomeni ereditari) mit der Theorie der kleinen Bewegungen eines mechanischen 
Systems vom energetischen Standpunkte aus betrachtet. Zuerst werden die Ansätze 
für die Vererbung für mechanische Systeme mit einem Freiheitsgrad dargelegt und 
folgendes gezeigt: Wenn die Arbeit der äußeren Kräfte positiv ist, so wird diese — für 
ein System mit Vererbung — nicht vollständig in mechanische Energie übergeführt, 
sondern es bleibt immer ein positiver Teil dieser Arbeit zurück, der sich nicht in mecha- 
nische Energie transformiert. Bei fehlenden äußeren Kräften vermindert sich die 
mechanische Energie fortgesetzt; und wenn die Arbeit der äußeren Kräfte negativ ist, 
so transformiert sich umgekehrt die mechanische Energie nur zum Teil in äußere Arbeit. 
— Diese Ergebnisse werden auf den Fall eines dreidimensionalen elastischen Körpers 
übertragen. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Girkmann, K.: Angriff von Einzellasten in der vollen Ebene und in der Halbebene. 
Ing.-Arch. 11, 415—424 (1940). 

Le probl&me d’elasticit€ plane consiste a determiner une fonction reelle F(x, y) 
qui satisfait & l&quation AF AF A 

tr DER 2 oyf =' 
et aux conditions au contour; les composantes de tension 0,, o,, T sont donnees par 
les formules OF BEE öF 


Gaza HT 7 TTzaiy 
L’auteur prend la fonction F sous la forme suivante: 
oo 


F= [34 + By)e”*Vsinaz-da; 
ö 


A et B sont des constantes dont les valeurs sont & de&terminer par des conditions supple- 
mentaires. Le cas oü une seule force isol&e agit sur le plan illimit& au point (0, 0) est 
traite par cette methode; les formules qui donnent la solution de ce probleme sont 
equivalentes & celles qui ont &t& deduites par A. E.H. Love (Lehrbuch der Elastizität, 
Leipzig 1907) en employant des fonctions complexes. — Le probleme d’une force 
unique agissant sur un demi-plan est resolu par la m&me methode.  B. Hostinsky. 


Reissner, Erie: A new derivation of the equations for the deformation of elastie 
shells. Amer. J. Math. 63, 177—184 (1941). 

Einfache Ableitung der Gleichungen für die Verformung dünner elastischer Schalen, 
die den besonderen Vorteil hervortreten läßt, der in der Wahl der Krümmungslinien 
der Schalenmittelfläche als Parameterkurven liegt. Die Ableitung der Spannungs- 
Dehnungsgleichungen verwertet unmittelbar dje bekannten Ausdrücke für die Deh- 
nungskomponenten für orthogonale, krummlinige Koordinaten und die Annahme, daß 
die Verschiebungen linear mit der Entfernung längs der Normalen zur Mittelfläche 
variieren. Zuerst wird das geeignete System von Koordinaten eingeführt, sodann 
werden die Gleichgewichtsbedingifhgen füt ein Schalenelement und schließlich die . 
Spannungs-Dehnungs-Gleichungen formuliert. Die Ableitung wird durch Verwendung 
der Vektoranalysis sehr vereinfacht. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

'Melchiorri, Gianfredo: Fondamenti della teoria degli involueri sottili di rotazione 
soggetti a carico assialmente simmetrieo. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 3, 43—62 (1940). 

Im Anschluß an Arbeiten von E. Meißner und J. W. Geckeler wird ein System 


229 


von zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten 
abgeleitet, die für dünne, drehsymmetrische Schalen von beliebiger Form mit eben- 
solcher Belastung gelten. Dieses System wird für die Sonderfälle des Zylinders mit 
konstanter und linear veränderlicher Wandstärke, der durch Flüssigkeitsdruck belastet 
ist, und für die Kugel integriert, wobei auch die Näherungsverfahren erwähnt werden. 
Schriftenverzeichnis. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Esehler, H.: Über die Biegung der durch eine Einzellast beanspruchten Rechteck- 
platte. Ing.-Arch. 11, 323327 (1940). 

Das Problem der Biegung der auf allen Seiten frei aufliegenden, durch eine Einzel- 
last beanspruchten Rechteckplatte und der ebenso belasteten, auf zwei gegenüber- 
liegenden Seiten frei aufgestützten, auf den beiden anderen Seiten eingespannten 
Platte wurde von S. Timoshenko mittels des Levyschen Ansatzes gelöst [Bauing. 3, 
öl (1922)]. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie das Problem der Biegung 
einer auf zwei gegenüberliegenden Seiten frei aufgestützten, auf den beiden anderen 
Seiten ganz freien Platte ebenfalls mit Hilfe des Levyschen Ansatzes einer Lösung 
zugeführt werden kann. Außerdem wird der Fall der vierseitig eingespannten Platte 
mit Einzellast nach der Methode von 8. Iguchi (Zbl. Mech. 1, 339) untersucht. 

Gran Olsson (Trondheim)., 

Dshanelidze, G. J.: Summation of Navier’s solution for a reetangular plate. Appl. 
Math. a. Mech., N. s. 3, Nr 4, 155—161 u. engl. Zusammenfassung 162 (1939) 
[Russisch]. 

Die alte Naviersche Lösung der Biegungsaufgabe einer rechteckigen, mit allen 
Rändern drehbar aufgelagerten Platte in der Form einer doppelt unendlichen trigono- 
metrischen Reihe wird vom Verf. zuerst in die Levysche Lösung durch eine einfach un- 
endliche Reihe von Hyperbelfunktionen auf eine einfache Weise übergeführt. (Die- 
selbe Umgestaltung auf längerem Wege findet man in der, wie es scheint, in Vergessen- 
heit geratenen These von E. Estanave, Contribution a l’etude de l’equilibre @lastique 
d’une plaque rectangulaire... Paris 1900. Anm.d. Ref.) Dann wird gezeigt, wie die 
Reihenformeln für Plattenbiegungsmomente und Querkräfte durch geschlossene, aus 
Thetafunktionen aufgebaute Ausdrücke dargestellt werden können. M.T.Huber., 

Panov, D. J.: Applieation of Galerkin’s method to some non-linear problems of 
the theory of elastieity. Appl. Math. a. Mech., N. s. 3, Nr 2, 139—141 u. engl. Zusammen- 
fassung 142 (1939) [Russisch]. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Methode von Galerkin auf nichtlineare 
Probleme der Elastizitätstheorie angewendet. Es werden die großen Durchbiegungen 
von Kreisplatten mit gleichmäßig verteilter Belastung behandelt. Im einzelnen wird 
untersucht: 1. eine biegesteife Kreisplatte mit starr eingespanntem Rand, und 2. eine 
absolut biegeweiche Kreisplatte. Im letzteren Fall, der bereits von Hencky behandelt 
wurde [s. Z. Math. Phys. 63, 311 (1915)], erhält der Verf. nahezu das alte Ergebnis. 

Kromm (Adlershof)., 

Sikorsky, J. S.: Certain generalisations of the problem of the longitudinal bending 
of a conie bar. Appl. Math. a. Mech., N. s. 3, Nr 4, 173—179 u. engl. Zusammenfassung 
180 (1939) [Russisch]. 

In der Arbeit wird der kritische Wert der Druckkraft untersucht, welche das freie 
Ende eines am anderen Ende eingespannten Stabes belastet, falls die Abhängigkeit 
des Radius r des kreisförmigen Querschnitts von der Entfernung & vom Einspannungs- 
querschnitt durch die Gl. "= «ax -+ b gegeben ist. Der Verf. zeigt, daß die Inte- 
gration in endlicher Form der angenäherten Diff.gl. der Biegungslinie nur in den Fällen 


möglich ist, wenn der Exponent n— 2 — = ist, wo keine ganze, von Null verschiedene 


Zahl bedeutet. Verlangt man noch die Ganzzahligkeit von n, so ergeben sich drei 
integrable Fälle für n = 1,2,3, deren Lösungen vom Verf. entwickelt und diskutiert 
worden sind. M. T. Huber (Warschau)., 


Ze 


230 


Shashkov, I. E.: About the influence of torsion on the stability and on the eritieal 
number of revolutions of a shaft. Appl. Math. a. Mech., N. s. 3, Nr 2, 79—104 u. engl. 
Zusammenfassung 104 (1939) [Russisch]. 

Der Verf. nimmt erneut Stellung zu zwei schon früher behandelten, eng mit- 
einander zusammenhängenden Problemen, nämlich der Berechnung des kritischen 
Drillungsmomentes einer dünnen Welle (A. G. Greenhill, Proc. Instn. mech. Eng. 
1883, 182) sowie des Einflusses eines Drillungsmomentes auf die kritischeDrehzahl einer 
solchen Welle, wenn sie in ihrer Mitte (bei fliegenden Wellen am freien Ende) eine 
Scheibe trägt (R. Grammel, Stodola-Festschr. 1929, 180). Untersucht werden die 
üblichen Fälle der einseitig oder beidseitig eingespannten oder aufliegenden sowie der 
fliegenden Welle, und zwar mit einem an den beiden Enden oder am einen Ende und 
an der Scheibe angreifenden Drillungsmoment. Bei einigen dieser Fälle kommt der 
Verf. zu anderen Ergebnissen als seine Vorgänger; z.B. findet er für die am einen 
Ende eingespannte, am anderen aufliegende Welle (und ebenso für die fliegende Welle) 
das kritische Drillungsmoment Null und die kritische Drehzahl Null. Er vermutet den 
Grund für diese Diskrepanz im Einfluß der Querkraft; tatsächlich liegt der Grund 
aber darin, daß seine Vorgänger ein raumfestes Drillungsmoment voraussetzen, der 
Verf. dagegen ein körperfestes (in der Tangente der gebogenen Wellenachse gelegenes 
und also die Ausbiegung — außer bei fester Einspannung — mitmachendes). Wie man 
aus den Gleichgewichtsbedingungen der ganzen Welle leicht schließt, erzeugt nämlich 
eine Einzelkraft (z. B. die Fliehkraft einer Scheibe) bei raumfestem Drillungsmoment 
eine mit ihr gleichgerichtete Auslenkung, bei körperfestem Drillungsmoment dagegen 
eine nicht mit ihr gleichgerichtete, falls Anfangs- und Endtangente der Wellenachse 
nicht gleichgerichtet sind. Man versteht so, daß der Verf. bei allen nichtsymmetrischen 
Wellen keinen kritischen Wert des Drillungsmomentes und der Drehzahl erhalten kann 
(das scheinbar gegenteilige Ergebnis bei der beiderseits eingespannten, aber nur in der 
einen Hälfte gedrillten Welle rührt nur davon her, daß der Verf. eine Reihenentwicklung 
zu früh abbricht). Die Folge wäre, daß keine (unsymmetrisch gelagerte oder belastete) 
Maschinenwelle stabil rotieren könnte, sobald sie ein Drehmoment übertragen muß. 
Daß dies aller Erfahrung widerspricht, hatte in einem Sonderfall schon E. Nicolai 
Verh. 3. internat. Kongr. f. Techn. Mech., Stockholm 3, 103 (1930)] erkannt. Grammel., 


Hydrodynamik: 


Nomura, Yükiti: On the wave resistance of a plane plate. Sci. Rep. Töhoku Univ., 
I.s. 29, 268286 (1940). 

In einer reibungslosen homogenen inkompressiblen Flüssigkeit mit freier Ober- 
fläche bewege sich geradlinig-gleichförmig eine unendlich lange (bzw. eine kreisförmige), 
völlig eingetauchte ebene Platte, die dauernd senkrecht zu der (parallel zur Oberfläche 
verlaufenden) Bewegungsrichtung ist. Verf. stellt sich die Aufgabe, den Wellenwider- 
stand als die Resultierende aus dem Flüssigkeitsdruck auf beiden Plattenseiten zu 
berechnen. Das Geschwindigkeitspotential wird durch schrittweise Annäherung derart 
bestimmt, daß der erste Schritt die Randbedingungen an der Platte, der zweite die 
an der freien Oberfläche, der dritte wieder die Plattenbedingungen befriedigt usw. 
Konvergenzbetrachtungen werden nicht gebracht; numerische Rechnungen zeigen, daß 
bei einem genügend großen Verhältnis der Eintauchtiefe zur Breite (bzw. zum Durch- 
messer) der Platte nur wenige Schritte nötig sind. Der Fall der Kreisplatte ist in den 
Havelockschen Ergebnissen für eingetauchte Rotationsellipsoide als Grenzfall enthalten. 

Maruhn (Berlin). 
_Gureviteh, M. I.: Impaet of a plane plate against the surface of the fluid in a halt- 
eirular ehannel. Appl. Math. a. Mech., N. s. 3, Nr 2, 3—12 u. engl. Zusammenfassung 12 
(1939) [Russisch]. 

Verf. behandelt das zweidimensionale Problem des Eintauchens einer ebenen Platte 

in eine Flüssigkeit, die das Innere eines kreisförmigen Kanals gerade zur Hälfte aus- 
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füllt. Es ist das komplexe Potential einer Strömung zu bestimmen, die den Einheits- 
kreis zur Wand hat, und Bei der längs eines Teiles der reellen Achse im Innern des 
Einheitskreises die Normalgeschwindigkeit konstant ist, während längs des übrigen 
Teiles der reellen Achse die Tangentialgeschwindigkeit verschwindet. Die Aufgabe 
wird durch analytische Fortsetzung auf ein Problem zurückgeführt, das sich mit Hilfe 
eines von L. I. Sedov angegebenen Kunstgriffes lösen läßt. Für den Trägheitswider- 
stand der Flüssigkeit (die virtuelle Masse der Platte) erhält man einen geschlossenen 
Ausdruck, der durch Entwickeln ausgewertet und abhängig vom Verhältnis der Platten- 
zur Kanalbreite graphisch dargestellt ist. Mit Hilfe der dargestellten Formeln läßt 
sich auch die Auftriebsverteilung des endlichen Tragflügels in einem geschlossenen 
Kanal für den Fall des geringsten induzierten Widerstandes berechnen. W. Mangler., 

Young, Gale: A generalization of Cunningham’s extension of Stoke’s law for the 
force on a sphere. Bull. math. Biophysics 2, 105—108 (1940). 

Cunningham hat den Widerstand bei langsamer konstanter Bewegung einer 
Kugel für den Fall berechnet, daß die Flüssigkeit von einer äußeren, konzentrischen 
Kugel begrenzt ist. Hier wird der Widerstand bei einem allgemeinen langsamen, von 
Potentialkräften herrührenden Geschwindigkeitsfeld zwischen den konzentrischen 
Kugeln berechnet. T.Gustafson (Lund)., 


Ponein, Henri: Etude d’une öquation integrale de P’hydrodynamique du fluide 
visqueux (&coulement laminaire en rögime variable). J. Math. pures appl., IX. s. 19, 
163—195 (1940). 

Zwei zylindrische Behälter seien durch eine Kapillarröhre (a der Radius des kreis- 
förmigen Querschnittes) miteinander verbunden. Beide seien mit zäher Flüssigkeit 
konstanter Dichte verschieden hoch gefüllt, wodurch in der Kapillare eine Strömung 
(Geschwindigkeit w (r, t), r der Abstand von der Rohrachse, t die Zeit) erzeugt wird, 
die im übrigen nur der Schwerkraft unterliegt. Der zeitlich veränderliche Niveau- 
unterschied bedingt eine entsprechend variierende Druckdifferenz zwischen Anfang 
und Ende der Kapillare, die zu w in Beziehung steht und somit das Problem kom- 
pliziert. Die Navier-Stokesschen Gleichungen nebst der Kontinuitätsbedingung führen 
auf die folgende Integro-Differentialgleichung für w: 


at 
2 
_ a: = + al fer, Hrdrdi=0, wa,h)=ul,0)=0, 
00 


&w 
or? % 
wobei die Konstanten &°, ß, A von der Dichte, der Zähigkeit, den Abmessungen der 
Behälter und der Kapillare sowie dem anfänglichen Flüssigkeitsstand abhängen. Es 
wird gezeigt, daß für0O<r=<a und für beliebige Zeiten (außer für den Punktr =a, 
t{=0) die unendliche Reihe b; ee) ee 
16ß u °\a en 
> 2uR— (t+u?  _Jol@) 2 

summiert über alle reellen Wurzeln x der Gleichung 24 J,(z) — z(2? + u)Jo(2) =, 
eine Lösung des Problems darstellt (u = 164°, J,, J| Besselfunktionen erster Art). 
Läßt man die Länge der Kapillare über alle Grenzen wachsen, so geht diese Lösung 
in das Ergebnis von Grumbach [J. de physique 9, 49 (1938)] über.  Maruhn. 

Bödewadt, U. T.: Die Drehströmung über festem Grunde. Z. angew. Math. Mech. 
20, 241—253 (1940). ee 

Es handelt sich um die drehende Bewegung einer Flüssigkeit über einer ebenen 
Platte, die im Unendlichen mit einer gleichmäßigen Winkelgeschwindigkeit umläuft. 
Die Navier-Stokesschen Gleichungen und die Kontinuitätsgleichungen werden in 
Zylinderkoordinaten r,z, angesetzt und von unabhängige Lösungen aufgesucht. 
Durch Einführung des für kleine Reibungen geltenden Druckes (gemäß der Prandtl- 
schen Grenzschichttheorie) erhält man ein System von drei nichtlinearen, totalen 
Differentialgleichungen, das [im Anschluß an eine einen ähnlichen Fall behandelnde 
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Arbeit von W.C. Cochran, Proc. Cambridge 30, 365—375 (1934)] durch die Methode 
der Potenzreihen in Verbindung mit einer asymptotischen Entwicklung gelöst wird; 
diese erwies sich hier für das ganze Gebiet als außerordentlich stark konvergent, so 
daß jene nur zur Verbesserung herangezogen zu werden brauchte. — Der Fall ist an- 
genähert im Kerngebiet eines Zyklons verwirklicht. Th. Pöschl. 

Langer, Rudolph E.: On the stability of the laminar flow of a viscous fluid. Bull. 
Amer. Math. Soc. 46, 257—263 (1940). 

Nach dem Vorgehen von Rayleigh und anderen untersucht Verf. die Stabilität 
einer laminaren Kanalströmung (y=+1 die Wände) mit der Geschwindigkeit 
U=U(y), indem er mit dem Ansatz /(y)e'*‘C!-® für die Stromfunktion der Stör- 
bewegung (& eine reelle, C eine komplexe Konstante, t die Zeit) in die Navier-Stokes- 
schen Gleichungen eingeht. Man gelangt so für f(y) zu der Differentialgleichung 
fr + 202’ + oA HiaRllU — 0) (f" — af) — U”’f]=0 (R die Reynoldssche Zahl) 
mit den Randbedingungen (1) = f(-1) = f(1) = f(-1) =0, wobei € die Rolle des 
Eigenwertes übernimmt. Verf. leitet nun aus den Randbedingungen und aus der An- 
nahme, daß C angebbar außerhalb des Halbstreifens O<R(C) <1, %(C) = 0 liegt, für 
große Werte des Produktes & R|C’| nach Herstellung eines asymptotischen Fundamental- 
systems einen Widerspruch her. Sind also Eigenwerte vorhanden, so liegen diese in 
dem genannten Halbstreifen; dies bedeutet, daß dann (abgesehen von Strömungen in 
der Nachbarschaft der Indifferenz) die vorgelegte Kanalströmung gegenüber Störungen 
mit genügend großem «R|C| stabil ist. Maruhn (Berlin). 

Hollingdale, S. H.: Stability and configuration of the wakes produced by solid 
bodies moving through fluids. Philos. Mag., VII.s. 29, 209—257 (1940). 

Im ersten Teil dieser Arbeit werden theoretische Betrachtungen über die Instabilität 
von laminaren Geschwindigkeitsprofilen mit Wendepunkt ohne Berücksichtigung des 
Reibungseinflusses auf die Störungen angestellt, und zwar interessiert sich der Verf. 
für Profile, die sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstrecken, wie sie etwa im 
Nachlauf hinter einer tangentiell angeströmten Platte und hinter einem Tragflügel 
auftreten. Von den Sätzen, die der Ref. 1935 (vgl. Zbl. Mech. 3, 274) über das instabile 
Verhalten von Wendepunktprofilen aufgestellt hat, weist der Verf. auf einem etwas 
anderen Wege den Satz auf, daß die Phasengeschwindigkeit einer neutralen Partial- 
schwingung mit der Strömungsgeschwindigkeit im Wendepunkt des Profiles überein- 
stimmt. Für Profile, welche durch Kreis- oder Hyperbelfunktionen angenähert werden 
können, ist eine formelmäßige Darstellung dieser neutralen Störungen möglich. — Im 
experimentellen Teil der Arbeit werden Messungen am Nachlauf hinter einer Platte 
und einem Tragflügel mitgeteilt, die in einem Wassertank durchgeführt wurden, der 
schon von Richards 1934 (Phil. Trans. A 223, 279) benutzt und inzwischen in mancher 
Weise verbessert wurde. Solange der Nachlauf stabil bleibt, werden die Messungen 


mit Rechnungen von 8. Goldstein (1930, 1933) (vgl. Zbl. Mech. 1, 417) verglichen. 


Nach Einsetzen der Instabilität wird die recht schwierige Gegenüberstellung mit der 
oben angedeuteten Stabilitätstheorie unternommen. Bei Berücksichtigung des Ein- 
flusses der Kanalwände ergibt sich eine leidliche Übereinstimmung. W. Tollmien., 

' Edler v. Bohl, J. G:: Das Verhalten paralleler Luftstrahlen. Ing.-Arch. 11, 295— 314 
(1940). 

Der theoretische Teil der Arbeit enthält eine Stabilitätsuntersuchung nach der 
Methode der kleinen Schwingungen. Die bei den Messungen beobachtete Instabilität 
paralleler Luftstrahlen hinter Gittern wird für die Gitterkonstante A — 0,46 durch die 
Rechnung bestätigt, wobei A das Verhältnis der abgedeckten Fläche zur Gesamtfläche 
bezeichnet. Gran Olsson (Trondheim). 

'Görtler, H.: Über eine dreidimensionale Instabilität laminarer Grenzschiehten an 
konkaven Wänden. (Kaiser Wilhelm-Inst. f. Strömungsforsch., Göttingen.) Nachr. Ges. 
Wiss. Göttingen I, N. F. 2, Nr1, 1—26 (1940). 

Laminare Grenzschichtprofile an konkaven Wänden werden auf ihre Stabilität 
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gegenüber dreidimensionalen, stehenden Störungswellen theoretisch untersucht, die 
den Taylorschen Wirbeln zwischen zwei rotierenden konzentrischen Zylindern ent- 
sprechen. Die Wirbelachsen verlaufen parallel zur Hauptströmung, die Störungswirbel 
pflanzen sich im Unterschied zu den sonstigen Stabilitätsuntersuchungen der laminaren 
Strömungen in dieser Richtung nicht fort. Die zwei schließlich herauskommenden 
gekoppelten linearen Störungsdifferentialgleichungen werden mittels Greenscher Funk- 
tionen in ein äquivalentes System von Integralgleichungen übergeführt. Das Eigen- 
wertproblem, für die neutralen Schwingungen zu jeder Störungswellenlänge die kritische 
Reynoldssche Zahl zu bestimmen, wird unter Ersatz der Integralgleichungen durch 
Summengleichungen numerisch behandelt. Es ergeben sich kritische Zahlen, die aus 
den Reynoldsschen Zahlen und der dimensionslos gemachten Wandkrümmung gebildet 
werden, in Abhängigkeit von den Störungswellenlängen. Vier verschiedene Grenz- 
schichtprofile werden untersucht, ohne daß sich große Unterschiede in ihrer Stabilität 
ergeben, wenn man nur als charakteristische Länge die Impulsdicke der Grenzschicht- 
profile zugrunde legt. Auch Aussagen über die Anfachungen, wenigstens in der Nähe 
der kritischen Zahlen, werden gewonnen. W. Tollmien (Dresden)., 

Görtler, H.: Über den Einfluß der Wandkrümmung auf die Entstehung der Tur- 
bulenz. (Kaiser Wilhelm-Inst. f. Strömungsforsch., Göttingen.) Z. angew. Math. Mech. 
20, 138—147 (1940). 

Es wird nach der Methode der kleinen Schwingungen der Einfluß der Wandkrüm- 
mung auf die Stabilität der laminaren Reibungsschicht untersucht. Die Untersuchungen 
haben ein unmittelbares praktisches Interesse im Hinblick z.B. auf den Umschlag 
laminar/turbulent am Tragflügelprofil. — Es wird eine ebene Grenzschichtströmung U (y) 
an einer ruhenden Wand von konstantem Krümmungsradius R zugrunde gelegt, deren 
Grenzschichtdicke ö sehr klein ist im Vergleich zu R (R>0 konvexe, R< 0 konkave 
Wand). Die Rechnungen werden für eine zweidimensionale Störungsbewegung und 
mit Vernachlässigung der Reibung ausgeführt. Unter denselben Voraussetzungen hat 
früher Tollmien (vgl. Zbl. Mech. 3, 274) gezeigt, daß an ebenen Wänden Grenzschicht- 
profile mit Wendepunkt (U’=0) instabil sind. Für die gekrümmte Wand ergibt sich 

[4 


statt dessen, daß Geschwindigkeitsprofile mit Vorzeichenwechsel von U’ + 5 in- 


stabil sind. Hieraus folgt, daß die Instabilität an konkaven Wänden erst hinter dem 
Druckminimum, an konvexen Wänden bereits vor dem Druckminimum eintritt. Der 
Einfluß der Wandkrümmung auf die Stabilität der Grenzschicht ist hiernach jedoch 
außerordentlich gering. H. Schlichting (Braunschweig)., 


Belenky, I. M., and I. E. Zelensky: Vortex theory of a flat lattice wing. Appl. Math. 
a. Mech., N.s. 3, Nr 2, 13—21 u. engl. Zusammenfassung 22 (1939) [Russisch]. 

Die Verff. untersuchen die ebene Strömung einer reibungslosen inkompressiblen 
Flüssigkeit um ein regelmäßiges gestaffeltes unendliches Flügelgitter, wobei die Gitter- 
elemente als dünne Profilformen vorausgesetzt werden, an deren Hinterkante die Strö- 
mung glatt abfließt. Für die Durchführung der Theorie werden die Profile durch 
Wirbelbelegungen auf der Skelettlinie ersetzt; die Belegungsdichte wird dann durch 
eine Integralgleichung dargestellt. Da jedoch die Auflösung der Integralgleichung 
in konkreten Fällen zu umständlich wird, entwickeln die Verff. für die Bestimmung 
der Gesamtzirkulation J' um ein Element ein Näherungsverfahren, das auf der Er- 
setzung des Integrals durch eine Summe von n Gliedern beruht, wobei n die Anzahl 
der Punkte ist, durch die man das Flügelprofil zweckmäßig unterteilt. Dann wird 
T =4nV,„(M cos&„ — N sin&„); hier ist V„ei*m = $(V,e'* + Vje‘*) das Mittel 
der Strömungsgeschwindigkeiten im Unendlichen vor und hinter dem Gitter; M und N 
sind Quotienten von Determinanten n-ter Ordnung, deren Elemente sich aus Ab- 
messungen am Flügelprofil berechnen lassen; numerische Rechnungen sind nicht 
mitgeteilt. Diese Behandlung des Problems unterscheidet sich wesentlich von den die 


gleiche Fragestellung betreffenden Untersuchungen von Pistolesi und Toniolo (vgl. 
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Zbl. Mech. 6, 277 und 10, 133), die von den Verff. nicht erwähnt werden. Ein kritischer 
Vergleich der Brauchbarkeit beider Methoden müßte sich auf zahlenmäßige Rechnungen 
stützen. ; Straßl (Göttingen). 


Elektrodynamik: 


Grünberg, 6. A.: Eine Methode zur Lösung einer bestimmten Klasse elektrosta- 
tiseher und verwandter Probleme. J. Physics Acad. Sci. USSR 3, 401—416 (1940). 

Verf. entwickelt eine Methode zur Lösung elektrostatischer Probleme, bei der es 
sich um die Bestimmung der ‚‚freien‘‘ Ladungsdichten an den Trennungsflächen ver- 
schiedener Mittel handelt, aus denen nachträglich mittels Quadraturen das Feld er- 
halten wird. Die Verteilung der Dielektrika wird so angenommen, daß ihre Grenz- 
flächen einfach unendlich ausgedehnte Halbebenen sind, die sich längs einer gemein- 
samen Geraden schneiden. Die Bestimmung der Dichten für die freien Ladungen an 
den Trennungsflächen dieser dielektrischen „Keile“ wird auf ein System von Integral- 
gleichungen zurückgeführt, dessen allgemeine Lösung angegeben wird. Für den Fall 
zweier Mittel mit rechteckiger Trennungsfläche und den eines leitenden Keiles werden 
die Lösungen explizit bestimmt. Die vom Verf. gegebene Methode stellt eine Ver- 
allgemeinerung der in seiner Arbeit [Techn. Physics USSR 5, 525 (1938)] für 
„ebene‘‘“ Probleme entwickelten Berechnungsart auf „räumliche“ Probleme dar. 
Die Behandlung der räumlichen Potentialaufgabe kann dadurch in analoger Weise 
wie die ebene behandelt werden, daß Feld und Ladungsdichten in der dritten Koor- 
dinatenrichtung mittels Fourierintegral zunächst spektral zerlegt und die für die ein- 
zelnen spektralen Anteile gefundenen Lösungen wieder superponiert werden. Um die 
Amplituden der Dichtefunktionen 0%” aus dem System der Integralgleichungen zu 
berechnen, werden sie zunächst einer verallgemeinerten „Laplaceschen Transforma- 
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tion“, 0% = » o®K,(&s;) ds; unterworfen, bei welcher K,(t) -Ze: HN®(it) die 
ö 


Macdonaldsche Funktion von der Ordnung » ist. So erhält man für die „transfor- 
mierten‘“ Amplituden der Dichten 0% ein System linearer Gleichungen, aus denen 
man die of” einzeln bestimmen kann. Durch Anwendung einer von Kontorowich 
und Lebedev angegebenen Umkehrformel [J. of Phys. USSR 1, 229 (1939); dies. 
Zbl. 22, 279] kann man von den transformierten Dichten 0/” wieder zu den gesuchten 
Ladungsdichten 0%” zurückgehen. Glaser (Prag). 
Optik: 

Herzberger, M.: Normal systems with two caustie lines. J. opt. Soc. Amer. 30, 
307—308 (1940). 

Auf Hinweis von T. Yamasita und 8. Jemura berichtigt der Verf. seine frühere 
Arbeit (dies. Zbl. 22, 91). Er zeigt, daß ein Normalenbündel sich auch in zwei Kegel- 
schnitten schneiden kann. Die Kegelschnitte liegen in zwei zueinander senkrechten 
Ebenen; sie haben eine Achse miteinander gemein, der eine ist eine Ellipse, der andre 
eine Hyperbel, doch können auch beide Parabeln sein. Aus den Ableitungen von 
Herzberger sei noch erwähnt: Wenn a(u) und b(v) Parameterdarstellungen zweier 
Kurven sind, A der Abstand eines Punktes der ersten von einem der zweiten Kurve, 
so kann man die Bedingung, daß sämtliche Verbindungen ein Normalenbündel bilden, 
auf die Form bringen: A,, = 0 oder auch [b(v) — a(u)]? = [p(u) — Y(v)]°, wo @(u), 
y(v) beliebige Funktionen sind, Ist f(u, v) der Einheitsvektor einer Verbindungslinie, 
so ist die Gleichung der Wellenflächen w(u, v)=b(v) +Yy(v) |(u, %)—=a(u) +o(u) (u, v), 
und zwar die allgemeine Gleichung, wenn man bei und % eine additive Konstante 
zuläßt. Hans Boegehold (Jena). 

Gaseoigne, 8. C. B., and €. R. Bureh: A null test for eoncave mirrors. Monthly 
Not. Roy. Astron. Soc. 100, 462—490 (1940). 

C.R. Burch hat 1934 vorgeschlagen, die Güte eines Hohlspiegels mit Hilfe einer Aus- 
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gleichsplatte zu prüfen, die den Öffnungsfehler möglichst hebt. Ein künstlicher Stern wird 
dabei in endlichem Abstande beobachtet, das Bild fällt nahezu oder genau mit dem Gegen- 
stande zusammen. Gemessen wird nach dem Messerschneidenverfahren von F. Zernike. 
Die Vorderfläche der Ausgleichsplatte ist eben, die Hinterfläche hat in der Achse ebenfalls 
einen unendlich großen oder doch sehr großen Krümmungshalbmesser, ist aber deformiert. 
Zur Herstellung dieser Ausgleichsfläche hat Burch empfohlen, sie als Hinterfläche einer 
autostigmatischen Linse anzufertigen, d.h. einer Spiegellinse, deren brechende Vorderfläche 
erhaben ist; und zwar so, daß ein endlicher Dingpunkt in unendlicher oder doch sehr großer 
Entfernung abgebildet wird. Die spiegelnde ebene oder schwach hohle Hinterfläche ist so 
deformiert, daß dies mit Öffnungsfehler behaftete Bild an seinem Orte ungeändert wieder- 
gegeben wird. Die Vorderfläche liefert dann durch die zweite Brechung ein scharfes Bild 
des Dingpunktes. Gascoigne untersucht zunächst die Einrichtung dieser autostigmatischen 
Linse mit Hilfe einer Entwicklung des Öffnungsfehlers für eine deformierte Fläche. Führt 
man die bei uns übliche Bezeichnung und Vorzeichenbestimmung ein, so sei der Halbmesser 
der Vorderfläche r,, die Dicke d, der Dingabstand s, (negativ), die Brechzahl n. Die Schnitt- 
weite nach der ersten Fläche sei s{, so ist der Halbmesser der Hinterfläche 7, = 3 — d. 
Drückt man dann die Gleichung der Hinterfläche in rechtwinkligen Koordinaten aus durch 


h2 B = 
x = +5 au Jr + +g)® (rz groß, negativ), so wird Bean ) 
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en — Re . Der Wert C wird sehr verwickelt, G. leitet deshalb 
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auf einem andern Wege einen Ausdruck für den Fall {=r,=oo ab und erhält: 

3n(n —1)(l+n—n?) 
ie Sr 

u 

Glied achter Ordnung in h zu berücksichtigen, und zwar könne man es durch Vergleich mit 
einer Durchrechnung abschätzen. Es wird dann die so bestimmte Ausgleichsfläche zur Hinter- 
fläche einer Platte genommen, diese Platte mit einem Hohlspiegel, insbesondere einem para- 
bolischen, zusammengesetzt (die Platte kann zweimal oder, bei Spiegelung außer der Achse, 
nur einmal durchlaufen werden). Die Rechnung ergibt, daß die Ausgleichsplatte den Fehler 
mit großer Annäherung hebt, und zwar gelangt G. (S. 483) durch passende Wahl der Ab- 
stände auf eine Annäherung von etwa f’/21000 9%, wo g = f’//2h ist. G. macht noch einige 
Angaben über das einzuschlagende Verfahren. ©.R. Burch bespricht zum Schluß die Prü- 
fung der autostigmatischen Linse. Hans Boegehold (Jena). 


+3dB?. Dieser Wert werde ausreichen, andererseits sei das 


Atomphysik. 
Elektronentheorie: 
Glushko, M., and A. Strashkevich: Fields of the eleetron-optical systems, con- 


sisting of spherieal and eylindrical surfaces with slots. J. techn. Physics, Leningrad 11, 
205—228 (1941) [Russisch]. 


Terletzkij, J.: The relativistie problem of the movement of eleetrons in an alternative 
parallel magnetie field with axial symmetry. Z. eksper. teoret. Fiz. 11, 96—100 (1941) 
[Russisch]. 

Gnedenko, B.: Contribution to a theory of Geiger-Müller eounters. Z. eksper. teoret. 
Fiz. 11, 101—106 (1941) [Russisch]. 


Nicht-relativistische Quantentheorie: 


Ohlin, Per: Determination of h/e from the short wave-length limit of the continuous 
X-ray speetrum. Ark. Mat. Astron. Fys. 27 B, Nr 10, 1—4 (1940). 

Bekanntlich stimmen die h-Werte, die aus den bisher genauesten Messungen er- 
rechnet werden können, nicht innerhalb der Meßfehlergrenzen miteinander überein; 
insbesondere besteht eine Diskrepanz zwischen den Messungen mit Röntgenlicht nach 
der Methode der Isochromaten und dem ‚‚spektroskopischen‘‘ Wert von h, wie er nach 
der Bohrschen Formel aus der gemessenen Rydbergkonstanten und den Werten der 
Fundamentalkonstanten e, mzı, ec gefunden wird. Diese Schwierigkeit, die auch die 
Theorie beschäftigt hat, scheint durch die Arbeit des Verf. behoben: Er zeigt, daß die 
h-Werte aus den Messungen nach der Isochromatenmethode bei Druckerniedrigung in der 
Röhre den spektroskopischen Werten von h zustreben; er findet A=6,624 - 10 "”’ergsec, 
wenn e — 4,803.10-10 elstat. CGS und c = 2,998 - 1010 cm/sec. Bechert. 


Dennison, David M.: The infra-red speetra of polyatomie moleeules. 2. Rev. 
Modern Physics 12, 175—214 (1940). 

Blokhintzev, D., and P. Nemirovsky: Connection of the quantum ensemble with 
the gibbs elassical ensemble. 2. J. Physics Acad. Sci. USSR 3, 191—194 (1940). 

Blokhintzev [J. Physics Acad: Sei. USSR 2, 71 (1940)] hatte Ausdrücke für 
ein quantentheoretisches, statistisches Ensemble angegeben, die im mathematischen 
Grenzfall A—0 in die Ausdrücke für das klassische Gibbssche Ensemble übergehen. 
Für ununterscheidbare Teilchen führt dieser Grenzübergang nicht zu den klassischen 
Ausdrücken. Diese werden vielmehr nur gewonnen, wenn man den Vorgang in einer 
Phasenzelle beschreibt, die groß ist gegen h. 0.F.v. Weizsäcker (Berlin-Dahlem). 

Sommerfeld, A.: Über die Fourier-Analyse der Kristalle und die Dichte der Metall- 
elektronen. Naturwiss. 28, 769—777 (1940). 

Zunächst wird in dem Bericht auseinandergesetzt, wie mit den Methoden der 
Fourieranalyse aus den Streuintensitäten von Röntgenstrahlen Aussagen über die 
Dichteverteilung der streuenden Elektronen gemacht werden können; da die Streu- 
intensitäten proportional zu den Absolutquadraten der Fourierkoeffizienten für die 
Dichteverteilung sind (ihre Phase bleibt bei der Messung unbestimmt), da bei gegebener 
Wellenlänge nur die Streuintensitäten unterhalb eines gewissen Index gemessen werden 
können und da außerdem die Extinktion der Röntgenstrahlen die Intensitäten fälscht, 
so läßt sich die Dichteverteilung nicht ohne weiteres bestimmen. Die Unbestimmtheit 
der Phase des Fourierkoeffizienten reduziert sich jedoch auf eine solche des Vorzeichens 
bei Kristallen mit zentrischer Symmetrie. Die Wahl des Vorzeichens wird dadurch 
erleichtert, daß die Dichte der Elektronen ihrer physikalischen Bedeutung nach nir- 
gends negativ herauskommen darf und daß man häufig eine ungefähre Kenntnis der 
Lage der Atome und der Maxima der Elektronendichte im Kristall hat. Dem Abbruch- 
fehler wegen der unbekannten höheren Fourierkoeffizienten begegnet man durch eine 
erhöhte ‚„Rechentemperatur“. Extinktion und wahre Absorption der Röntgenstrahlen 
sind durch besondere Korrekturen zu berücksichtigen. Die Ergebnisse für die Elektronen- 
verteilung werden in Abbildungen (NaCl-, Diamant-, Urotropin-, Mg-Gitter) wieder- 
gegeben. Der verschiedene Charakter der chemischen Bindung äußert sich in der 
Elektronenverteilung sehr deutlich. J. Meixner (Berlin). 

Glaser, Walter: Zur Herleitung der Geschwindigkeitsformel in der Elektronen- 
theorie der Metalle. (Inst. f. Theoret. Phys., Techn. Hochsch. u. Univ., Prag.) Z. Physik 
117, 20—22 (1940). 

Für die Formel kb = grad, E (Ark = Plancksches Wirkungsquantum, dv = Ge- 

> 


schwindigkeit, E = Energie eines Metallelektrons mit der Wellenzahl k, grad, = Gra- 


dient bezüglich der Komponenten von k) wird eine einfache Herleitung aus der Schrö- 
dingerschen Wellengleichung mit periodischem Potential gegeben, die auf einem be- 
kannten Orthogonalitätssatz beruht. J. Meixner (Berlin). 

Möglich, F., und R. Rompe: Zur Statistik der Vielfachstöße. Z. Physik 117, 
119—124 (1940). 

Die Kopplung der Elektronen mit dem Gitter im Isolator oder Metall ist bei hohen 
Temperaturen und Elektronenenergien so eng, daß Vielfachstöße mit beträchtlicher 
Häufigkeit auftreten. Bei einem solchen Vielfachstoß gibt ein Elektron einen Energie- 
betrag an das Gitter ab, der zur Erzeugung nicht nur eines, sondern mehrerer, etwa 9; 
Schallquanten führt. Dazu gibt es den inversen Prozeß, der im thermodynamischen 
Gleichgewicht nach dem Prinzip des detaillierten Gleichgewichts gleich häufig ist. 
Dabei ist zu beachten, daß die Schallquanten erzwungen oder spontan erzeugt werden 
können (ähnlich wie die Erzeugung der Lichtquanten in der entsprechenden Theorie 
der Hohlraumstrahlung) und daß bei einem Vielfachstoß mit g erzeugten Schallquanten 
ein Teil erzwungen, der Rest spontan erzeugt wird. Unter diesen Voraussetzungen 
läßt sich die Temperaturabhängigkeit dieser Prozesse berechnen, ein Proportionalitäts- 


nt 


237 


faktor, der von der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Gitter abhängt, bleibt 
hier unbestimmt. Bei genügend Hohen Temperaturen ist die Häufigkeit der Vielfach. 
stöße, bei denen g S Schallquantene gleichzeitig, davon ein beliebiger Teil spontan, erzeugt 
werden, proportional zu 77, J. Meixner (Berlin). 

Supek, Ivan: Über die elektrische Leitfähigkeit der Metalle. Z. Physik 117, 125—144 
(1940). 

Zur Berechnung der elektrischen Leitfähigkeit der reinen Metalle werden von vorne- 
herein die Begriffe der freien Weglänge und der mittleren Laufzeit der Leitungselek- 
tronen eingeführt. Als Laufzeit wird nicht die Zeit zwischen zwei Stößen, sondern die 
Zeit definiert, in der die Wellenzahlkomponente des Elektrons in der Feldrichtung durch 
Stöße auf die Hälfte abnimmt; bei hohen Temperaturen reicht dazu im allgemeinen 
ein Stoß aus, bei tiefen Temperaturen sind dazu viele Stöße nötig. Die Aufstellung 
und Lösung der Blochschen Integralgleichung wird dadurch umgangen. Das Verfahren 
entspricht den einfacheren Methoden der kinetischen Gastheorie, die zwar die Tempe- 
raturabhängigkeit der verschiedenen Größen wie Wärmeleitfähigkeit, innere Reibung, 
recht gut wiedergeben, die Zahlenfaktoren aber nur bis auf einen Faktor der Größen- 
ordnung 1 liefern. Für ein isotropes Elektronengas mit isotroper Laufzeit ergibt sich 
im ganzen Temperaturgebiet die Grüneisensche Widerstandsformel, die mit der Lösung 
der Blochschen Integralgleichung für hohe und tiefe Temperaturen übereinstimmt. Das 
Verfahren ist auch bei anisotropen Metallen anwendbar, für die die Blochsche Integral- 
gleichung bis jetzt nicht gelöst werden konnte und liefert in tiefen Temperaturen einen 
Zusatzfaktor zur Lösung für den isotropen Fall, der von der speziellen Gestalt der 
Energieflächen im Wellenzahlraum, also von der Kristallstruktur abhängt. Die Bedeu- 
tung der Umklappprozesse wird eingehend besprochen. J. Meizner (Berlin). 

Satö, Mizuho: Der Druck des Elektronengases und die thermische Leitfähigkeit 
der Metalle. Eine Theorie der thermischen Leitung. Sci. Rep. Töhoku Univ., I. s. 29, 
304—314 (1940). 

Die Wärmeleitung im Metall bei nicht konstanter Temperatur wird als Energie- 
transport infolge eines Druckgradienten, der seinerseits durch den Temperaturgra- 
dienten verursacht wird, gedeutet. J. Meixner (Berlin). 

Mikura, Ziro: On the magnetie properties of the perfeet conductor and the super- 

eonduetor. Proc. SS -math. Soc. _Jap-, IIIl.s. 22, 733—746 (1940). 


Die Gleichung - m rot) = = Hu (m bzw. e—= Elektronenmasse bzw. Ladung, 


= Lichtgeschwindigkeit, n — Zahl der supraleitenden Elektronen im cm°®) wird aus 
der Schrödingergleichung für freie Elektronen im homogenen Magnetfeld unter den 
Voraussetzungen abgeleitet, daß wenigstens ein Teil der Leitungselektronen sich voll- 
kommen ungehindert im Supraleiter bewegen kann, daß die Geschwindigkeiten dieser 
Elektronen gleichmäßig über alle Richtungen verteilt sind und daß ihre Dichte überall 
konstant ist, wenn kein Magnetfeld vorhanden ist. Bemerkungen zum Übergang vom 
normalleitenden zum supraleitenden Zustand, über die diamagnetische Suszeptibilität 
des freien Elektronengases und über den Schwellenwert des Magnetfeldes. J. Meizner. 
Darrow, Karl K.: Helium the ‚superfluid. (Bell Teleph. Laborat., New York.) 
Rev. Modern Physics 12, 257—266 ’(1940). 


Relativistische Quantentheorie;: 
Hund, F.: Materieerzeugung im ansehaulichen au im zequantelten Wellenbild der 
Materie. Z. Physik 1f7;’1—17 (1940). 8 
Es wird der Durchgang von ebenen Wellen et ein Gebiet starker örtlicher 
Änderung des elektrostatischen Potentials untersucht, und zwar erstens im Rahmen 
der skalaren Wellenmechanik zweiter Ordnung mit nachträglicher Quantelung des 
Wellenfeldes, zweitens nach der Diracschen Wellentheorie erster Ordnung ‚und drittens 


für vektorielle Materiewellen nach Proca und Yukawa. Der Potentialanstieg wird 
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schematisch ersetzt zunächst durch einen Potentialsprung größer als die doppelte 
Ruheenergie des Elektrons, dann durch zwei halb so große Sprünge in endlichem Ab- 
stand. Da in allen angeführten Wellenbildern der Materiestrom verschieden ist von 
dem von der Welle getragenen elektrischen Strom, und da letzterer an einem Potential- 
sprung stetig ist, bedingt ein solcher Potentialanstieg stets eine Erzeugung bzw. Ver- 
nichtung von Materie. Im besondern zeigt Verf. für die skalare Wellentheorie, daß 
(bei Mittelung über die Phasen der gegen einen Potentialanstieg hinlaufenden Wellen) 
stets mehr Materie wegströmt als einläuft. Während aber in der skalaren, ungequan- 
telten Wellentheorie zur Materieerzeugung stets eine einlaufende Materiewelle erforder- 
lich ist, kann im gequantelten Wellenbild Materie auch ohne eine solche entstenen, 
d.h. ein hinreichend großer Potentialanstieg kann nicht längere Zeit bestehen, sondern 
wird sich wegen der Entstehung positiv geladener Materie auf der einen und negativ 
geladener Materie auf der andern Seite des Potentialanstieges sofort entsprechend er- 
niedrigen. — Bei vektoriellen Materiewellen liegen die Verhältnisse analog, während 
in der Diracschen Theorie, schon abgesehen von der verschiedenen Interpretation 
(„Löchertheorie“‘), auch für den „Reflexionskoeffizienten‘ wesentlich andere Formeln 
gelten. Sauter (Königsberg). 


Iwanenko, D. I., und A. Sokolow: Zur klassischen Mesodynamik. J. Physics Acad. 
Sci. USSR 3, 57—64 (1940). 

Le rayonnement du champ des mesons neutres emis par des particules 
nucl&aires (nucl&ons) est calcule en utilisant la methode du vecteur Hertzien. 


Les caleuls sont faits pour la th&orie vectorielle (introduisant les trois vec- 
>>> 
teurs E, H, U et un scalaire), qui a une forte analogie avec l’electrodynamique, et 


pour un nucl&on de masse M, dont le moment quasi-@lectrique » satisfait & l’&quation: 
Ei 2. > “ > 
= TE et le moment quasi-magnötique m & l’equation: m= km x A (get ksont 


des constantes). — La section d’efficacite pour la diffusion du rayonnement se com- 
pose de trois parties. La premiere, due & la diffusion quasi-electrique du rayonnement 
transversal, est constante (analogue & la formule de Thompson), la seconde partie, 
due au rayonnement longitudinal, et la troisieme, due au moment quasi magnetique, 
accroissent proportionnellement & »* (v = fr&quence). L’auteur tient ensuite compte 
du freinage de radiation et trouve que, pour des hautes frequences, les sections dis- 
paraissent comme »-?. [La justification rigoureuse de ces termes de freinage n’est 
pas donn&e par l’auteur. En effet, la methode de Dirac a &t& appliquee au probleme 
magnötique par Bhabha, Proc. Indian Acad. Sci. 11, 247 (1940) et fournit des 
termes differents. Le r&sultat des auteurs est ainsi fausse par un facteur num£rique. 
Le ref.] v. Stueckelberg (Genf). 


Wentzel, Gregor: Zum Problem des statischen Mesonfeldes. Helv. phys. Acta 13, 
269—308 (1940). 

Der Grenzfall des statischen Mesonfeldes ruhender Protonen und Neutronen bietet 
insofern Schwierigkeiten, als wegen der Rückwirkung des Feldes auf die Teilchen (Aus- 
tauschcharakter) diese Ladung und Spin ändern können. Dem entsprach es, daß zur 
Untersuchung des statischen Mesonfeldes bisher Entwicklungen nach steigenden Po- 
tenzen des Parameters g?/kc, der die Kopplung des Mesonfeldes mit dem Proton- 
Neutron angibt, benutzt wurden. Da in Wirklichkeit der Wert von g?/%c nahe bei 1 
liegt, erschien es wünschenswert, auch den Grenzfall starker Kopplung zu untersuchen. 
Das geschieht hier durch Entwicklungen nach fallenden Potenzen von g für ein skalares 
Mesonfeld (Ladung + e, Spin 0). Um Divergenzen zu vermeiden, mußte eine univer- 
selle Länge eingeführt werden (eine Art „Abschneide-Länge“). — Die Untersuchung 
des Mesonfeldes eines einzigen Proton-Neutrons ergibt Zustände des Systems Proton- 
Neutron und Mesonfeld mit beliebiger ganzzahliger Ladung, deren Energie genähert 
quadratisch von der Ladung Ze abhängt: E = konst. + e(Z — })?. Bei Streuung von 
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Mesonen am Proton-Neutron kann dementsprechend ein Ladungswechsel auftreten; 
bei Vernachlässigung von e ist der Ladungswechsel ebenso wahrscheinlich wie die Bei- 
behaltung der Ladung des Mesons. Die „Kernkräfte‘“ zwischen den Proton-Neutronen 
führen zu Ladungsaustausch, wobei jedes Proton-Neutron beliebige Ladung annehmen 
kann. F. Hund. (Leipzig). 

Alperin, M.: The spin of mesons according to the Proca’s quantum theory. 2. 
eksper. teoret. Fiz. 10, 1168&—1171 (1940) [Russisch]. 

Berechnung des Erwartungswertes des Spins neutraler Mesonen aus der Proca- 
schen Wellengleichung. Die verwendete Methode ist die der zweiten Quantelung; die 
„Besetzungsamplituden“ werden so definiert, daß sie für die Beschreibung zirkularer 
Polarisation angemessen sind. Das Ergebnis ist lange bekannt: der Mesonenspin 
ist 1- A. Bechert (Gießen). 

Sakata, Shoichi, and Mitsuo Taketani: Note on Casimir’s method of the spin 
summation in the ease of the meson. Sci. Pap. Inst. phys. chem. Res., Tokyo 88, 1—11 
(1940). 

Eine mathematische Umformulierung der vektoriellen Mesonentheorie unter Ver- 
wendung sechsreihiger Matrizen wird eingeführt und zur Behandlung der Wechsel- 
wirkung von Mesonen mit Strahlung benutzt, unter Anwendung der Casimirschen 
Methode der Spinsummation [Casimir, Helv. physica Acta 6, 287 (1933)]. Laportes 
Streuformel [Laporte, Phys. Rev. 54, 905 (1938)] wird wieder abgeleitet. 

Ü.F. v. Weizsäcker (Berlin-Dahlem). 

Kobayasi, Minoru, and Ryöyü Utiyama: On the interaction of mesons with radiation 
fields. Proc. phys.-math. Soc. Jap., III.s. 22, 882—898 (1940). 

La section d’efficacite pour la diffusion de la lumiere par des m&sons [charges et 
doues du spin 1; theorie de Proca, J. Physique Radium 7, 347 (1936)] est calcul&e sui- 
vant la methode de perturbation de la th&orie des quanta. Pour des basses frequences 
(hv < uc?; u = masse du meson), la formule de Thompson r£sulte, et pour les hautes 
frequences une formule analogue & celle de Klein-Nishina. — De mäme, la section 
d’efficacite pour la production d’une paire de m&sons par la collision de deux quanta. 
de lumiere est donnee. Suivant alors la methode proposee par v. Weizsaecker 
[Danske Vid. Selsk., Skr. 1935] et Williams-[Z. Physik 88, 612 (1934)] la section d’effi- 
cacite pour le rayonnement de freinage &mis par un m&son d’energie e,c” entrant 
en collision avec un noyau atomique de charge nucleaire Ze est calcule. Le resultat 
pour la section d® correspondant & Pömission d’un quantum d’önergie entre euc? et 
(e+de)uc est: dd= z 2 a) &9(2 — 2E + Te?)de. — Le m&me procede 
fournit la section d’efficaeite pour la production d’une paire de m&sons, dont l’un a 
une Energie entre euc? et (e + de)uc®, par un Backen de l’energie &,uc? dans un 
champ d’un noyau de charge Ze: dÖ = r 2.2: a) &,(7 — 2e + 2e?)de. — Pour 
caleuler les sections totales, l’integration doit &tre ex&cutee sur ce domaine de &, qui 
correspond & la region de la validite de la methode de v. Weizsaecker et Williams. 
Cette validite est caracterisee par un facteur numerique de l’ordre 1, qui intervient 
au rösultat final dans sa troisitme puissance, tandis qu’il ne se faisait sentir que lo- 
garithmiquement pour les problemes correspondants de l’electron de Dirac. 

v. Stueckelberg (Genf). 

Landau, L., and J. Smorodinskij: On the seattering of light by mesotrons. Z. eksper. 
teoret. Fiz. 11, 35—42 (1941) [Russisch]. 

Smorodinsky, J.: Compton effeet on the mesotron. J. Physics Acad. Sci. USSR 
3, 143—147 (1940). 

Berechnung der Lichtstreuung an einem freien Meson. Der Wirkungsquerschnitt 
wächst proportional zur Energie des Lichtquants an. Unter der von Landau [J. 


Physics Acad. Sci. USSR 2, 483 (1940)] aufgestellten Bedingung, daß der Wirkungs- 
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querschnitt kleiner bleiben müsse als die Wellenlänge des gestreuten Teilchens im 
Schwerpunktssystem, gilt die Formel, solange die Wellenlänge des einfallenden Lichts 
größer ist als der „klassische elektromagnetische Radius‘ des Mesons. 

0. F. v. Weizsäcker (Berlin-Dahlem). 

Tomonaga, Sin-iuro: Über den. Zusammenstoß des Mesotrons mit Elektronen. 
Sci. Pap. Inst. phys. chem. Res. Tokyo 87, 399—413 (1940). 

Die Methode des Stoßparameters wird auf Mesonen angewandt, wobei das Meson 
nicht nur als Punktladung, sondern als Dipol behandelt wird. Die Äquivalenz mit der 
normalen Stoßrechnungsmethode für hinreichend schnell bewegte und den Impuls beim 
Stoß wenig ändernde Mesonen wird gezeigt. Ionisierung und Paarbildung werden nach 
dieser Methode behandelt; bei ersterer sind die Wirkungen der Dipolkraft groß, bei 
letzterer klein. 0. F. v. Weizsäcker (Berlin-Dahlem). 

Kobayasi, Minoru, and Takao Satö: Note on the produetion of mesons by fast 
protons or neutrons. Sci. Pap. Inst. phys. chem. Res., Tokyo 38, 51—58 (1940). 

Die Wahrscheinlichkeit der Erzeugung eines geladenen Mesons durch das Coulomb- 
feld eines Kernes wird nach der vektoriellen Mesonentheorie berechnet. Für ein reines 
Coulombfeld ist sie größer, für das Feld einer homogenen Ladungsverteilung von Kern- 
größe ist sie kleiner als die von L. W. Nordheim und G. Nordheim [Phys. Rev. 54, 
254 (1938)] berechnete Erzeugungswahrscheinlichkeit durch die Kernkräfte. Rechnet 
man mit dem Coulombfeld der einzelnen Protonen im Kern, so werden beide Effekte 
vergleichbar. Da aber der hier berechnete Effekt wesentlich von Mesonen herrührt, 
deren Relativbewegung gegen das erzeugende Kernteilchen sehr hohe kinetische Energie 
besitzt, schließen die Verff., daß er durch das notwendige „Abschneiden“ zur Bedeu- 
tungslosigkeit herabgedrückt würde. ©. F. v. Weizsäcker (Berlin-Dahlem). 

Iwanenko, D.: Remarks on the meson theory. J. Physics Acad. Sci. USSR 3, 
417—419 (1940). 

Die empirische Isotopenverschiebung in den Spektren mittelschwerer Elemente 
kann durch eine Anziehung zwischen Elektron und Neutron erklärt werden. Eine 
solche folgt aus der Mesonentheorie und scheint nach der Abschätzung des Verf. eher 
größer, als durch die Erfahrung gefordert, zu sein. Er weist ferner darauf hin, daß 
die Mesonentheorie zu Kräften zwischen allen Teilchensorten führt, und diskutiert die 
möglichen Wege, um die zu große berechnete Streuwahrscheinlichkeit zwischen Mesonen 
und Kernteilchen herabzusetzen. C.F. v. Weizsäcker (Berlin-Dahlem). 


Astrophysik. 
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